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PREAMBOLO 



Il Lcgcndre, quel sommo geometra che tutti sanno, a cui 
si debbono i più preziosi monumenti pei quali, si levarono in 
Francia nello scorso secolo a sì sublime altezza le scienze Ma- 
tematiche , quali sono il Trattalo delle funzioni ellittiche , gli 
* Esercizi di calcolo integrale, la Teorica ilei numeri, e tante altro 
minori scritture sui più nuovi e momentosi argomenti , non 
isdeguò in mezzo a cosi alte meditazioni di por mano a questi 
Elementi di Geometria ; veggendo , cred' io , come male si con- 
venisse in tanto lume e movimento della scienza il vedere an- 
cora a mano dei giovani il libro di Euclide, od altri dettati tutti 
su quel modello , e lasciare che i primi rudimenti fossero con 
tanto intollerabile ineleganza e pesantezza instillati , e non 
punto secondo che dallo spirito del nuovo metodo si richie- 
deva. Oggimai è cosa pur troppo nota che l’ Analisi , o vo- 
glialo dire la scienza universale dei numeri, i quali sono l’es- 
senza delle Matematiche , contiene i principii generali di tutte 
le verità astratte sulle leggi della quantità ed è come il lume 
supremo che rischiara potentemente la via a tutte le differenti 
applicazioni. Fra di queste è appunto la Geometria ; e gli an- 
tichi che non avevano il predetto lume in loro mani, non pro- 
cedevano con certezza ed unità di metodo, ma giugnevano a 
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particolari risullamcnli colla sola industria dell’ ingegno loro ; 
il che fu certo maraviglioso; nè altrimenti poteva avvenire al- 
lora che la scienza erasi per anco bambina. Per la qual cosa 
non si scorge negli scritti loro quella eleganza , semplicità 
ed economia , e in generale quel vero sapore scientifico che 
dispone ogni cosa secondo che veramente dalla materia si ri- 
chiede , e mette per quella via donde più direttamente vie- 
ne aggiunto lo scopo. Ma tale per lo contrario è l’ impronta 
dell’ opera del Legendre , e meritamente ella contribuì , non 
meno che le altre più illustri, a rendere tanto popolare cosi in 
Francia come fuori il nome del suo autore, e fu tradotta e a- 
dottata per l'insegnamento in tutte quelle nazioni ove i buoni 
•studi hanno radice. E certo chi ha fior di senno non può a me- 
no di saper grado altamente a chi operò con sì prezioso lavo- 
ro che si smettesse lo studio di un libro quanto ammirevo- 
le pel tempo in cui nacque, altrettanto povero, pesante e 
rozzo nell’ incomparabile grado in cui sono oggi progredite 
le Matematiche. Si paragoni la grau mole del libro di Euclide 
a quella del Legendre e si vegga quanto minor materia è 
contenuta nel primo che nel secondo. Dov' è in Euclide la 
misura degli angoli rettilinei , diedri e poliedri? dove quel- 
la del trapezio , del cerchio , della sfera , del cono , del cilin- 
dro, e dei tronchi piramidale, prismatico e conico? dov’ è 
la dottrina dei poligoni isoperimetri, così rettilinei come sfe- 
rici? dove quella dei poliedri simmetrici e dei poliedri simili, 
quando pure di questi ultimi non vogliasi ammettere quello 
che così malamente ne dice esso Euclide ? dov’ è parola dei 
cerchi massimi e minori della sfera, e dei loro poli, e dei trian- 
goli e poligoni sferici? e dove quindi del fuso, della zona, del- 
P unghia sferica, del segmento sferico, della piramide sferica 
e del settore sferico? E che labirinto è mai quello che ci pre- 
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sentano in Euclide i poliedri regolari , a petto alla limpidezza 
ed eleganza onde gli espone il Legendrc? In Euclide poi si è 
ignari al tutto delle relazioni che esistono tra le costole , le 
facce, e gli angoli rettilinei e {«diedri di un poliedro ; laddove 
nel Lcgendre troviamo il bel teorema di Eulero che in un po- 
liedro qualunque il numero delle facce più quello degli angoli 
poliedri eccede di 2 il numero delle costole; la quale propo- 
sizione , siccome completamente svolge il Legendre nelle pre- 
ziosissime note ond’ egli ha corredata quest’ opera , è feconda 
di mollissime conseguenze le quali stabiliscono lutti i limili o 
le relazioni che hanno il numero dei lati nelle varie facce , e 
degli angoli rettilinei negli angoli di uuo stesso poliedro. Ol- 
tre poi di tanti vóti , tacciamo le irregolarità del metodo onde 
quella poca materia viene da Euclide esposta , e le ripetizioni 
inutili , e le lungaggini noiose, e la nulla eleganza delle dimo- 
strazioni. Vogliamo che questo breve ricordo rimanga ai gio- 
vani studiosi , perchè non Smarriscano la verace via. Per la 
quale ragione , speriamo che ci saranno indulgenti coloro i 
quali potrebbero apporci lo aver noi richiamati in campo certi 
confronti dei quali è passato anche il tempo di ridere. 

Le molte note, aggiunzioni e modifiche da noi fatte a que- 
st’opera, non si debbono tenere che come un mezzo di rende- 
re vie più accessibile e profittevole l'immenso tesoro eh’ è na- 
scoso implicitamente nel Legendre, a cui male quelli clic non 
l’ intesero, hanno apposto mancanza o svolgimento incompleto 
di certe cose che sono in Euclide ; che anzi non ci ha cosa in 
quest’ ultimo che non si trovi o non si possa agevolmente ri- 
cavare dal Legendre , siccome noi in molte parti ove ci cadeva 
in acconcio , non abbiam tralasciato di far notare. Non abbiamo 
chiamato traduzione questo nostro lavoro, perchè tale esso non 
è veramente, c le nostre aggiunzioni fanno un sol corpo col 
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testo del Legendrc. Moltissimi nostri corollarii e seolii si tro- 
veranno posti dopo le sue proposizioni; queste stesse spesse volte 
han cangiato di luogo, o sono state enunciate in un modo più 
generale, o vi si veggono le reciproche ; parecchie altre pro- 
posizioni si vedranno anche da noi aggiunte; e in ultimo alcune 
teoriche sono state completale o modificale , come sono quelle 
dell’ uguaglianza dei triangoli rettilinei , delle parallele e della 
simigliarne dei poligoni. Osiamo pertanto sperare di offrire al 
pubblico il trattato più completo e più atto all’insegnamento 
di quanti si trovino oggidì in Na|)oli , quando pure le nostre 
assidue fatiche e il grande amore che per queste scienze c' in- 
fiamma, non ne abbiati tratti in inganno. 
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CORREZIONI 



Fac. — Verso. 



a — ' 18 scendendo le linee le superficie 

li — 3 sedendo uguali disuguali 

30 — ia salendo DC DE 

30 — 14 scendendo DF DE 

21 — 10 salendo AC 

37— 9 salendo EF BF 

38— 7 scendendo AF BF 

3 o 3 salendo congiunto AF congiunto BF 

3 g — tea salendo due retti un retto 

5 c 

41 — i 5 stendendo - j 



44 — 18 scendendo Nei tre Nei due 

44 — 20 scendendo retti o acuti retti ed ottusi 

73 16 scendendo da due corde aggiungi, .che s’ interrogano 

109 — 13 e i 3 scendendo AD*= BD-t-DC...AD —li DXlX’ 

164 — 11 scendendo AC* : DO* AC : DO 

197 — Alla fine della [imposizione VII si aggiunga; Scolio. L’an- 
golo ABP è ciò che chiamasi V inclinazione delf obbliqua 
AB sul piano MN; si vede che questa inclinazione è uguale 
per tutte le obblique AB, AC, AD, ec. che si allontanano 
ugualmente dalla perpendicolare ; perche tutti i triangoli 
APB,ACP, ADP, ec. sono uguali tra loro. 

L’angolo ABP è minore di ogni altro angolo che forme- 
rebbe l' obbliqua AB con una retta differente da BP tirata 
dal punto B sul piano MN. 

3i2 — 5 scend. la metà di questo eccesso è C la metà di questo eccesso è j C 
3 i 8 — 6 salendo j- *R 3 5* R 1 
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LIBRO PRIMO 

PRINCIPI I FONDAMENTALI. 



• DEFINIZIONI 

I. Li Geometria è la scienza dell’estensione. 

L’estensione ha tre dimensioni, ciò sono lunghezza, larghezza 

e profondila, ovvero altezza. 

II. La linea è una lunghezza senza larghezza. 

Le estremità della linea si chiamano punti. Il punto non ha dun- 
que alcuna dimensione, ch’è quanto dire non ha parti, o gran- 
dezza. 

III. La linea retta è il più corto cammino da un punto ad un 
altro ; o in altri termini , è la più corta di tutte quelle linee che 
ponno menarsi da un punto ad un altro. 

La distanza di due punti si stima quanto la linea retta che li 
congiunge. 

Elem. di Geom. 1 
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IV. Linea curva è ogni linea che non è retta, nè composta da 
linee rette. La linea composta da più linee rette chiamasi linea 
spezzata. 

Cosi AB (fig. t) è una linea retta, ACBD una linea spezzata ed 
AEB una linea curva. 

V. Superficie è ciò che ha lunghezza e larghezza senza profon- 
dità , ovvero spessezza. 

VI. La Superficie piana o il piano è quella superficie nella quale 
presi due punti ad arbiti io e congiunti con una linea retta, que- 
sta linea retta giace tutta quanta nella superficie. 

VII. Figura piana è un piano terminato. 

I termini della superficie sono le linee. 

Vili. Superficie curva è ogni superficie che non è piana nè com- 
posta da superficie piane. 

IX. Esteso è ciò che ha lunghezza, larghezza e profondità. 

X. Solido o corpo o figura solida è un esteso che può esser mos- 
so, eh’ è quanto dire 6 un esteso terminato. 

I termini del corpo sono le lince. 

XI. Allorché due linee rette s’incontrano ( fig. 2), la quantità 
più o meno grande, per la quale esse distano l’ una dall’altra, in 
quanto alla loro posizione diccsi angolo. Il punto d’ incontro o 
d’ intersezione è il vertice dell’angolo; c le due linee rette ne sono 
i lati. 

Da ciò vedesi che la grandezza dell’angolo non consiste nella 
lunghezza dei suoi lati, ma si nella loro maggiore o minore aper- 
tura. 

XII. Qualora una linea retta incontrandone un’altra, fa con 
essa gli angoli da una parte e dall’altra, o, come suol dirsi, adia- 
centi eguali fra loro, ciascuno di questi angoli si chiama angolo 
retto : e quella linea retta dicesi perpendicolare all’altra (fig. 5). 

XIII. Jngolo ottuso è ogni angolo maggiore del retto, acuto ogni 
angolo minore (fig. U). 

XIV. Dué lineo rette si dicono parallele, allorché giacendo nel 
medesimo piano e prolungate a qualunque distanza da una parte 
e dall’altra, non s’incontrano mai (fig. 5). 

XV. Le figure piane si distinguono in tre specie: rettilinee , 
quando le linee che le terminano sono tutte rette; cumitnre al- 
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lorchè siano terminate da una o da più linee curve, mistilinee qua- 
lora vi sieno linee rette e curve insieme. In questa prima parte 
della Geometria elementare, cioè nella piana, la quale appellasi 
cosi perchè appunto non trattasi in essa se non degli oggetti geo- 
metrici esistenti in un medesimo piano; mentre la solida considera 
quelli che stanno nello spazio; in questa prima parte, dico, noi 
non faremo parola se non di una sola figura piana curvilinea, ch’è 
il cerchio, di cui si darà a suo luogo la definizione; e di due sole 
figure piane mistilinee il segmento e il settore di cerchio; le quali 
saranno anche definite in appresso. Tratteremo poi completamen- 
te delle rettilinee. 

XVI. Le figure piane rettiline si chiamano anche più semplice- 
mente poligoni ( fig. 6). Le rette che terminano un poligono nc 
sono i lati. Tutti questi lati presi insieme formano il contorno o pe- 
rimetro di esso poligono. I poligoni prendono differenti nomi se- 
condo il vario numero dei loro lati. Triangolo è quello di tre lati ; 
e questo è il più semplice, perchè, com’ è evidente, una figura 
piana non può essere terminata da due linee rette; quadrilatero è 
quello di quattro lati; pentagono quello di cinque; esagono quello 
di sei: ettagono quello di sette; ottagono quello di otto; enntagono 
quello di nove; decagono quello di dieci ; e cosi appresso aggiun- 
gendo sempre alle parole , onde s’enunciano in greco i numeri , 
la voce gono che in greco vuol dire angolo. Cosi si viene a nomi- 
nare un poligono dal numero dei suoi angoli, ch’evidentementeè 
lo stesso che quello dei suoi lati. 

XVII. Il triangolo distinguesi ip sei specie , tre per rispetto ai 
lati, tre per rispetto agli angoli. Riguardo ai lati dicesi equilate- 
ro (fig. 7), quello che ha i suoi tre lati uguali; isoscele quello che ha 
solamente due lati uguali (fig. 8^; scaleno quello che ha i suoi tri- 
tati disuguali (fig. 9). Riguardo agli angoli, si chiama rettangolo 
quello che ha un angolo retto (fig. IO); e come sarà dimostrato ap- 
presso, un triangolo non può avere più di un angolo retto; ottusan- 
golo quello che ha un sol angolo ottuso (fig. 9); e sarà pure dimo- 
strato che in un triangolo non vi può essere più di un angolo ot- 
tuso; acutangolo quello di cui i tre angoli sono acuti (fig. 8). 

Nel triangolo rettangolo chiamasi ipotenusa il lato opposto al- 
I’ angolo retto, e soglionsi anche dire cateti gli altri due lati. I 
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triangoli acutangoli ed ottusangoli si chiamano promiscuamente 
triangoli obbliqvangoli. 

XVIII. Il quadrilatero distinguesi in cinque specie , ciò sono il 
parallelogrammo , il rettangolo, la losanga o rombo, il quadrato, e 
il trapezio. Il parallelogrammo è quel quadrilatero che ha i lati op- 
posti paralleli ^fig. 13); il rettangolo è quello che ha i suoi quat- 
tro angoli eguali senza avere tutti i suoi lati eguali ( iìg. 12); e 
in questo caso, come sarà dimostrato in appresso, ciascun angolo 
è retto, e a ciò, come si vede, corrisponde il nome di questo qua- 
drilatero; la losanga o il rombo è quello che ha tulli i suoi lati 
eguali, senza avere tutti gli angoli eguali ( iìg. 14 ); il quadrato 
è quello che ha insieme c gli angoli uguali e i lati uguali (fig. Il); 
finalmente il trapezio è quello che ha due soli lati opposti paral- 
leli (Iìg. 15 ). 

Si vedrà in seguito che il rettangolo, la losanga, e il quadrato 
sono tanti parallelogrammi , cioè hanno i lati opposti paralleli. 
Sicché le proprietà che si dimostreranno del parallelogrammo , 
ch’òil genere, converranno altresì alle sue tre specie, cioè al 
rettangolo eh’ è un parallelogrammo che ha lutti i suoi angoli u- 
guali ; al rombo eh’ è un parallelogrammo che ha tutti i suoi lati 
uguali, ed al quadralo eh’ è un parallelogrammo che ha i lati egua- 
li e gli angoli eguali. 

Il quadralo dunque è il più particolare di questi quattro qua- 
drilateri, perchè è rettangolo e losanga insieme. Laonde le pro- 
prietà del rettangolo e della losanga apparterranno anche al qua- 
drato. 

Allorché il parallelogrammo si vuol prendere nel senso par- 
ticolare che abbia solamente i lati opposti paralleli , senza che 
nè tulli gli angoli nè tutti i lati siano uguali, lo si potrà distin- 
guere col nome di romboide. 

Ogni altro quadrilatero che non abbia nessuna delle condizioni 
dei cinque suddetti, siccome non ci presenta una forma notevole, ‘ 
e non ha nemmeno importanti proprietà , come si dimostrerà che 
I’ hanno quei cinque , non prende niun nome particolare per cia- 
scun cangiamento di forma che può subire; perchè questo can- 
giamento avviene arbitrariamente, e non con date leggi o condi- 
zioni. Questi tali quadrilateri si potrebbero solo chiamare col no- 
me comune di trapezoidi. 
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XIX. Degli altri poligoni non si distinguono, come del trian- 
golo e del quadrilatero, differenti specie; ma solo si fanno le se- 
guenti distinzioni comuni a tutti. Un poligono chiamasi equila- 
tero quando ha tutti i suoi lati eguali ; ed equiangolo quando ha 
tutti i suoi angoli eguali. Si concepisce bene che un poligono pos- 
sa essere equilatero senza essere equiangolo, e viceversa ; se ne 
deve però eccettuare il triangolo, il quale, come si dimostrerà , 
se è equilatero è pure di necessità equiangolo, e se è equiangolo 
è per una conseguenza equilatero. Qui cade in acconcio di preve- 
nire i nostri lettori di una osservazione che essi avranno spessis- 
simo occasione di fare in appresso, cioè che il triangolo dall’ es- 
sere il più semplice poligono , ha molte peculiari proprietà che 
non convengono agli altri. 

Allorché un poligono è in pari tempo equiangolo ed equilatero 
dicesi regolare; perchè esso infatti ci presenta allora la forma più 
regolarè e simmetrica che possa avere. Cosi, per esempio, il qua- 
drato è il quadrilatero regolare, perchè ha i lati eguali e gli an- 
goli eguali ; e si vede che il quadrato ha la forma più acconcia 
che possa avere un quadrilatero. 

XX. In un poligono 'si chiama diagonale quella linea retta che 
congiunge i vertici di due angoli opposti , ovvero non adiacenti. 

XXI. Due poligoni si dicono equilateri fra loro quando hanno i 
loro lati rispettivamente eguali e disposti collo stesso ordine , 
cioè quando percorrendo i loro perimetri per il medesimo verso, 
il primo lato dell’ uno è eguale al primo dell’ altro , il secondo al 
secondo, il terzo al terzo, e cosi di seguito per quanti siano i lati 
de’ due poligoni; onde si vede anche che i due poligoni debbono 
essere del medesimo numero di lati. £ facile ora comprendere che 
s’intenda per due poligoni equiangoli fra loro. £ poi quasi super- 
fluo lo aggiungere che nel primo caso e nel secondo non s’include 
che ciascuno dei due poligoni sia equilatero o equiangolo. 

Nell’un caso e nell’altro i lati eguali o gli angoli eguali chia- 
raansi lati o angoli omologhi ; che suona appunto in greco corri- 
spondenti. 
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È necessario che i principianti menino bene a memoria tutte queste definizioni , 
perchè essi porteranno così in appresso idee chiare e distinte di quelle cose 
onde si verrà discorrendo ; ed è però ch'elle sono state qui esposte nel modo 
più succinto che si poteva. Chi poi voglia meditarle più addentro legga le note 
ad esse corrispondenti. 

Spiegazione di alcuni vocaboli e di alcuni segni 
di cui si farà uso in appresso. 

Assioma è una verità evidente da per sè. 

Teorema è una verità che diviene evidente per mezzo di un ra- 
gionamento che dicesi dimostrazione. 

Problema è una quistione proposta, che richiede una soluzione. 
Lemma è una verità premessa come di agevolazione ed aiuto 
alla dimostrazione di un teorema o alla soluzione di un proble- 
ma. Veramente tutte le verità geometriche possono considerarsi 
come tanti lemmi le uno delle altre ; perchè appunto I’ una serve 
e si fa, come dire , scala per giungere all’altra; ma noi daremo 
specialmente questo nome a quelle verità che a nulla servirebbe- 
ro per sè medesime, e delle quali in tanto si fa parola, in quanto 
che menano alla dimostrazione di teoremi o alla soluzione di pro- 
blemi importanti. 

Il nomo di proposizione viene dato indifferentemente cosi ai 
teoremi come ai problemi cd ai lemmi. 

Scolto è un’osservazione che si fa sopra una o più proposizioni 
antecedenti , perchè se ne avverta il legame, la utilità, la restri- 
zione, l’estensione, e simili 

Ipotesi è una supposizione fatta o nell’enunciato di una pro- 
posizione o nel corso di una dimostrazione. 

Tesi è la verità posta dall’ipotesi , e che la dimostrazione svolge 
e conchiude dalla stessa. 

Una proposizione si dice inversa o reciproca di un’altra quando 
la sua ipotesi è tesi di quella , c la tesi ipotesi 

1 È noto che non di tutte le proposizioni le reciproche sono vere. ragione 
è che talune volte la conseguenza che si deduce da una ipotesi non conviene ad 
essa ipotesi solamente, ma ad un numero di casi più generale; allora è chiaro che 
la reciproca della proposizione non è vera. Quando poi nell'ipotesi sono compresi 
tutti i casi a cui appartiene la conseguenza , la reciproca è vera. 
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li segno = è il segno dell’ eguaglianza; cosi l’espressione A=B 
significa che A è uguale a B. 

Per indicare che due quantità sono disuguali vi si frappone il 
segno > rivolgendo l’apertura dell’angolo verso la quantità mag- 
giore ; cosi A>B esprime che A è maggiore di B , ed A<B che A 
é minore di B. 



L’addizione s’indica col segno 4- che si pronunzia più; la sot- 
trazione col segno — , che si pronunzia meno ; sicché A+B rap- 
presenta la somma delle due quantità A e B; A— B la loro diffe- 
renza. Parimente A — B+C,oA+C— B significa che devesi ag- 
giungere A a C, e togliere B della loro somma. 

Il segno X che pronunziasi moltiplicato per indica la moltipli- 
cazione; cosi AXB è l’indicazione del prodotto di A moltiplicata 
per B. Anco invece di questo segno si suol far uso di un punto 
che si pone tra i due fattori; cosi A.B è lo stesso che AXB. 

L’espressione AX (B+C— D) rappresenta il prodotto di A per 
la quantità B+C — D. Similmente, volendosi indicare il prodotto 
di A+B per A — B + C, si scriverebbe (A+B)X(A. — B+C); in ge- 
nerale tutto ciò che è compreso fra due parentesi deve conside- 



rarsi come una sola quantità. 

Il quoziente di A divisa per B s’ indica cosi: 



A 

B’ 



o pure in que- 



1 I D Q 

st’ altro modo: A ; B. Parimente ^ ^ esprime il quoziente 

della quantità A+B — C divisa per l’altra D+E ; lo stesso indi— 
cherebbcsi scrivendo (A+B— C) ; (D+E). 

Cn numero posto innanzi ad una quantità qualunque , come 
una linea, una superficie, un solido, un angolo, serve di mol- 
tiplicatore a questa quantità, volendo esprimere, per esempio, 
che la linea retta AB ò presa tre volte , si scrive 3 AB; per di- 
notare la metà dell’ angolo A si scrive ^ A. 



Il quadrato di una linea retta AB s’indica con AB'; il suo 
cubo con AB 5 . Si spiegherà poi a suo luogo che s’ intenda per il 
quadrato , e che per il cubo di una linea retta. 

Il segno iodica una radice quadrata da eslrarsi ; cosi V2 
dinota la radice quadrata di 2;VAXB quella del prodotto AXB, 
ovvero la media proporzionale tra A e B. 



Digltized by Google 




GEOMETRIA 



8 

Allorché si parla di una linea retta, o se ne considera la posi- 
zione rispetto ad un’altra, o la grandezza; nel primo caso noi no- 
mineremo la retta nominandone due punti qualunque A e B; co- 
me vcdesi nella figura 19 e diremo la linea retta AB; nel secondo 
nomineremo proprio le sue estremità A e B , che per più chia- 
rezza marcheremo con due tratti , come si vede nella figura 77, e 
diremo la linea retta AE. 

Dna linea curva si nomina con tre lettere, due che indicano i 
suoi estremi e l’ altra, che si pone in mezzo, un altro punto qua- 
lunque; cosi diremo la linea curva AEB. Una linea spezzata si no- 
mina col nominare le estremità di tutte le linee rette che la com- 
pongono; così diremo la linea spezzata ACDB (fìg. 1). 

Quando in un punto non s’incontrino che due sole linee rette , 
cioè non siavi a quel punto che un solo angolo , nomineremo 
quest’angolo, nominandone il solo vertice; cosi (fig. 2) diremo 
l’angolo A; ma quando ad un punto vi siano differenti angoli , na- 
scendo perplessità coi nominare solamente questo punto , perchè 
non si determina cosi di qual angolo si parla , noi nomineremo 
l'angolo con tre lettere, mettendo sempre quella del vertice in 
mezzo. Cosi diremo l’angolo ACD (fig. 17). 

Per nominare un poligono nomineremo successivamente i ver- 
tici di tutti i.suoi angoli; cosi diremo il poligono ABCDEFC 
(fig. 41). 

Si concepisce facilmente ehe le linee, le superficie, i corpi e gli 
angoli possono essere espressi in numeri , o esattamente o per 
approssimazione, paragonando ciascuna di queste quantità ad 
un'altra dello stesso genere scelta e stabilita innanzi come termine 
di paragone di tutte le altre, ovvero , come chiamasi, per unità ; 
dunque è chiaro che le cose dette nell’ Aritmetica circa i numeri 
in astratto si potranno applicare medesimamente ai numeri con- 
creti i quali esprimono o linee, o superficie, o corpi, o angoli. Ora 
noi supporremo che il nostro lettore non entri nello studio della 
Geometria ignudo affatto di cognizioni aritmetiche; e faremo 
spesse volte uso di queste per le dimostrazioni di vari teoremi ; 
imperocché queste dimostrazioni saranno cosi di gran lunga più 
semplici di quelle onde eran costretti di servirsi gli antichi , i qua- 
li ponevano un irragionevole divorzio tra l’Aritmetica e la Geo- 
metria. 
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La teorica delle proporzioni ci sarà di un uso frequentissimo ; 
epperò fia bene di ricordare qui alcune cose che varranno a (Issa- 
re il vero senso di alcune proposizioni e a dissipare ogni oscurità 
e negli enunciati e nelle dimostrazioni loro. 

Se si voglia esprimere che le quattro rette A, B, C, D sono pro- 
porzionali si scriverà A ; B“C I D; e si avrà AXD=BXC; cioè 
il prodotto dei due numeri eh’ esprimono la grandezza delle due 
rette A e D paragonate all’unità lineare, sarà lo stesso che il pro- 
dotto de’ due numeri ch’esprimono la grandezza delle due rette 
B e C paragonate alla medesima unità lineare. 

Infatti questa verità, che in una proporzione il prodotto de’ter- 
mini estremi è uguale a quello dei termini medi, essendosi in 
aritmetica dimostrala vera pei numeri, non si potrà negare anche 
per le linee rette le quali, come abbiam veduto, possono rappre 
sentarsi in numeri. 

Ancora dobbiamo ricordarci che i termini di una stessa ragione 
debbono essere omogenei ; e. che in una proporzione i termini di 
una ragione possono essere eterogenei da quelli dell’altra. Noi 
scriveremo alcuna volta innanzi all’antecedente di una ragione la 
parola ch’esprime la natura di esso termine-, allora ci dispenser 
remo di scrivere questa parola anche innanzi al conseguente , 
perch’csso non potrebbe essere di differente natura ; cosi scrive- 
remo: tuperficie A ; B” retta C : D. In tali proporzioni potremo 
bensì fare l’ timer tendo, il componendo , e il dividendo, ma il per- 
mutando non mai ; perchè consistendo quest’ ultimo nel parago- 
nare gli antecedenti fra loro e i conseguenti fra loro, noi verrem- 
mo cosi a paragonare due quantità eterogenee, il che non può 
farsi. £ in queste proporzioni si concepisce facilmente cqme anche 
il prodotto dei termini estremi è uguale a quello dei medi; impe- 
rocché i termini di queste proporzioni non cessano di essere dei 
numeri, che ponno considerarsi Come astratti. 

In ultimo avvertiremo che parecchie proposizioni sono fondate 
sopra alcune regole dell’Algebra che sono le primitive e più sem- 
plici , e che derivando immediatamente dagli assiomi, possono 
anche supporsi dimostrate nella stessa aritmetica; ed ecco quali 
sono. Se abbiasi A=B+C e si moltiplichi ciascun membro dell’e- 
guaglianza per una stessa quantità M, se ne conchiude AXB=B 
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XM+CXM. Se A=B+C e D=E— C, sommando primo membro 
con primo membro, e secondo con secondo, si cancellerà +C e 
— C che si distruggono, e se ne dedurrà A-f D=B+E. 

Noi degli assiomi, per la estrema loro chiarezza , faremo sem- 
pre uso tacitamente , cioè senza citarli. Quando poi nel corso di 
una dimostrazione ci serviremo di una proposizione dimostrala 
innanzi , indicheremo sempre il libro ov’ ella ritrovasi ed il suo 
numero. 

ASSIOMI. 

Gli assiomi propri della Geometria sono i seguenti : 

I. Due quantità uguali ad una terza sono uguali fra loro. 

II. Da un punto ad un altro non si può tirare che una sola li- 
i nea retta. In altri termini , due linee rette non chiudono spazio. 

III. Le quantità che combaciano sono uguali. 

Il combaciamento o la coincidenza non può aver luogo che tra 
le parti dell’estensione, cioè tra linea e linea, tra superficie e su- 
perficie, tra corpo e corpo, tra angolo ed angolo. Si dice che que- 
ste grandezze cambaciano , quando tulli i punti dell’ una si adat- 
tano su tutti i punti corrispondenti dell’altra; ed occupano per- 
ciò lo stesso luogo e sono identiche. Questa è l’ idea dell’ ugua- 
glianza tra le parti dell’estensione. 

Quando poi nella Geometria non si considerano solo come quan- 
tità continue le parli dell’ estensione , ma si aggiunge l’ idea di 
varie parti distinte, allora si fa uso eziandio degli assiomi che se- 
guono i quali sono propri dell’Aritmetica. 

I. Il tutto è maggiore di ciascuna sua parte. 

II. Il tutto è ugualo alla somma delie parti nelle quali è sta- 
to diviso. 

in. Se a quantità uguali si aggiungano altre quantità uguali , 
le somme saranno uguali. 

IV. Se da quantità uguali si tolgano altre quantità uguali i 
residui saranno uguali. 

V. Se a quantità disuguali si aggiungano quantità uguali , le 
somme saranno uguali. 

VI. Se da quantità disuguali si tolgano quantità uguali , i re- 
sidui saranno disuguali. 
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VII. I doppi, tripli, quadrupli ec. di coso uguali sono uguali, 
e per conseguenza anche le metà , terze parti , quarte parti ec. di 
cose uguali sono uguali. 

Vili. Ogni quantità si può immaginare divisa in un qualunque 
numero di parti uguali. 

'PROPOSIZIONE PIUMA. — TEOREMA. 



Ad una medesima linea retta e in un medesimo punto in essa 
non vi è che una sola perpendicolare. 

Imperciocché, se ciò mi si nieghi, siano perpendicolari alla me- 
desima retta AB (fig. 16) , e nel medesimo punto C in essa le due 
linee rette CD e CK. Essendo cosi CD perpendicolare ad AB , sarà, 
per la definizione SII , l’ angolo ACD uguale al suo adiacente 
DCB. Ma l’angolo ACK come tutto è maggiore della sua parte 
ACD, e l’angolo KCB come parte è minore del tu Ito DCB, ov- 
vero di ACD ch’èuguale a DCB;dunque dei due angoli ACKeKCB, 
il primo è maggiore e il secondo è minore dello stesso angolo ACD; 
epperò sono disuguali fra loro. Or questo è contrario alla supposi- 
zione fatta che la retta CK era perpendicolare ad AB, cioè che l’an- 
golo ACK era uguale all’ angolo KCB; è dunque vero che ad una 
medesima linea retta e ad un medesimo punto in essa non vi 6 che 
una sola perpendicolare, ciò che bisognava dimostrare. 

Corollario. Gli angoli retti sono lutti uguali fra loro. 

Sia la linea retta CD (fig. 16) perpendicolare aU’altra AB, e GH 
ad EF io dico che l’angolo ACD è uguale all’angolo EGH. 

S’imaginino prese le quattro distanze uguali CA, CB, GE , 
GF ; è evidente che cosi tutta la distanza AB sarà uguale a tut- 
ta EF ; e si potrà situare AB sopra EF , in modo che il punto 
A cada in E, e il punto B in F; queste rette cosi situate combace- 
ranno intieramente e non formeranno che una sola e medesima li- 
nea retta; perchè altrimenti da un punto ad un altro vi sarebbero 
due linee rette, il che è impossibile; dunque il punto C medio di 
AB cadrà sul punto G medio di EF. Situata cosi AB sopra EF, ed i 
punti A,C,B, sui punti E,G,F, la linea retta CD dovrà cadere ne- 
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cessariamente su GH, altrimenti nel medesimo punto G vi sareb- 
bero due perpendicolari alla stessa retta EF , il che, per quello 
che si è dimostrato innanzi, è assurdo. Cosi dunque l’angolo A CD 
combacia con l’ altro EG1I, perchè il vertice C cade in G, e il lato 
CA sopra GE, e l’altro lato CD su GH; e quindi questi an- 
goli sono uguali fra loro. 

Adunque rimane dimostrato che gli angoli retti sono tutti 
uguali fra loro. 

PROPOSIZIONE II. — TEOREMA. 



Allorché una linea retta ne incontra un’altra, la somma degli 

angoli adiacenti che fa con essa, è uguale a due angoli retti. 

Sia la retta CD (Gg. 17) che incontri l’altra AB nel punto C ; 
io dico che la somma degli angoli adiacenti ACD, DCB è uguale 
a due angoli retti. 

In fatti si concepisca tirata dal punto C la retta CE perpendi- 
colare ad AB. L'angolo ACD è la somma dei due ACE, ECD; si 
aggiunga di comune tanto al primo angolo quanto alla somma 
dei secondi che gli è uguale, Io stesso angolo DCB, sarà ACD-f-DCB 
=ACE4-ECD+DCB; ora di questi tre il primo ACE è retto, gli al- 
tri due formano insieme manifestamente l’angolo retto ECB; dun- 
que la somma de’ (re angoli ACE , ECD , DCB ò uguale a quella 
di due angoli retti. Essendo così uguale alla somma di questi tre 
angoli tanto la somma de’duc angoli adiacenti ACD, DCB quan- 
to quella di due angoli retti, s’inferisce, come si volca appunto 
dimostrare, che la somma dc’due angoli adiacenti ACD, DCB è 
uguale a quella di due angoli retti. 

Epperò allorché una linea retta ne incontra un’altra ec. (si ri- 
peta sempre l’enunciato della proposizione ). 

Corollario I. Se una linea retta ne incontri un’altra, ed uno 
degli angoli adiacenti è retto, l’altro sarà parimente retto. Percioc- 
ché se non fosse, la somma degli angoli adiacenti non sarebbe 
più uguale a due retti, il che, come si è dimostrato, è impossi- 
bile. 
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II. Se una linea retta i perpendicolare ad un’altra , la seconda 
sarà scambievolmente perpendicolare alla prima. 

Sia la retta DE (Gg. 18) perpendicolare all’altra AB; sarà re- 
ciprocamente AB perpendicolare a DE. Imperocché essendo per 
ipotesi DE perpendicolare ad AB, saranno gli angoli ACD, DCB 
uguali fra loro ed entrambi retti; essendo dunque retto l’an- 
golo ACD, sarà , pel corollario antecedente, anche retto il suo 
adiacente ACE ; ma tutti gli angoli retti sono uguali fra loro ; 
dunque ACD=AC£, e quindi AB è perpendicolare a DE. 

III. Se da un medesimo punto di una linea retta si tirino dalla 
stessa parte di questa retta, quante altre rette si vogliano, la som- 
ma di tutti gli angoli consecutivi sarà uguale a due angoli retti. 

Dai punto A (Gg. 31) della retta BF si tirino dalla stessa par- 
te quante rette si vogliano AC, AD, AE; io dico che la som- 
ma di tutti gli angoli consecutivi BAC , CAD , DAE , EAF è 
uguale sempre a due angoli retti. Di fatti la somma de’due an- 
goli adiacenti BAE , EAF è uguale a due angoli retti ( prop. 2 ); 
ma l’angolo BAE è uguale alla somma degli angoli BAC, CAD, 
DAE ; sostituendo dunque ad esso questa somma , si avrà la 
somma di tutti gli angoli consecutivi BAC , CAD, DAE, EAf 
uguale a due angoli retti. 

Scolio, lina linea retta non può incontrare un’altra che perpen- 
dicolarmente od obbliquamente. Se la retta CE (Gg. 17) incontri 
AB perpendicolarmente, ciascuno degli angoli ACE, ECB è ret- 
to, epperò la loro somma è uguale a due retti; se la retta CD 
incontri AB obbliquamente, tirata dal punto C la perpendicolare 
CE alla AB, l’eccesso dell’angolo ottuso ACD sul retto ACE sarà 
l’angolo ECD, e il difetto dell’acuto DCB dai retto ECB sarà 
pure ECD ; adunque compensando il difetto dell’acuto dal retto 
coll’eccesso dell’ ottuso sul retto, la somma degli angoli adiacen- 
ti ACD , DCB, che l’obbliqua CD fa colla retta AB , è pure ugua- 
le a due retti. E cosi rimane dimostrata in un modo più sensibile 
la proposizione II. 
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PROPOSIZIONE IH. — TEOREMA. 

Reciprocamente se una linea retta ad un medesimo punto in essa 
fa con due altre rette non poste dalla medesima parte la som- 
ma degli angoli adiacenti uguali a due retti, queste due rette 
saranno per dritto. 

Suppongasi che la retta CD ( fig. 19.) al medesimo punto C 
in essa faccia con le altre due rette AC , CB non poste dalla me- 
desima parte, la somma degli angoli adiacenti ACD, DCB uguale 
a due retti ; dico essere la retta AC per dritto con CB. 

In fatti se mi si nieghi che CB 6 il prolungamento di AC, sia CE 
questo prolungamento. Allora essendo retta la linea ACE, sarà la 
somma degli angoli adiacenti ACD, DCE uguale a due retti (prop. 
2)', ma, per ipotesi , anche la somma degli angoli ACD, DCB è u- 
guale a due retti; dunque ACD+DCE=ACD4-DCB;logliendodal- 
1’ una somma e dall' altra il comune angolo ACD , resterà DCE-= 
DCB . il che è assurdo , perchè il primo angolo è tutto ed il se- 
condo n' è parte. Questo assurdo è derivato dall’ aver supposto 
che non era CB il prolungamento di AC; dunque CB è questo pro- 
lungamento. 

Laonde se una linea retta ec. 

PROPOSIZIONE IV. — TEOREMA. 



Due linee rette che hanno due punti di comune coincidono V una 
con l’altra in tutta la loro estensione e non fonnano che una 
sola e medesima linea retta. 

Siano A e B ( fig. 20. ) due punti comuni a due linee rette ; è 
chiaro che queste due linee rette dal punto A al punto B debbono 
combaciare intieramente e confondersi in una sola linea retta; ora 
io dico che anche fuori di questi punti , dappertutto , queste due 
rette non ne formeranno che una sola. 

Imperocché supponiamo che le due rette combaciate alquanto 
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fuori di questi punti . comincino a separarsi dal punto G; 1’ una 
divenendo ACD, 9 l’altra ACB. S’immagini . tirala dal punto C 
la retta CF che faccia con AC 1’ angolo retto ACF. Essendo cosi 
ACD una linea retta, incontrata questa dalla CF , che per costru- 
zione fa con essa l’angolo ACF retto, l’altro adiacente FCD è me- 
desimamente retto (prop. 2, cor. 1); parimente essendo ACE una 
linea retta, e facendo con essa la CF l’angolo retto ACF, sarà l’ad- 
iacente FCE ancora retto; ma gli angoli celti sono tutti uguali fra 
loro ; dunque FCD=FCE; cioè il lutto è uguale alla parte. Ciè è 
un assurdo, ed è derivato dall’ aver supposto che le due rette che 
avevano di comune i due punti A e B , si separavano in un punto 
fuori di questi due ; dunque queste due rette combaceranno in tut- 
ta la loro estensione e non formeranno che una sola e medesima 
linea retta. 

Perciò due linee rette che hanno due punti di comune ec. 

Corollario I. Risulta evidentemente da ciò che due linee rette dui 
$’ intersegano hanno un eoi punto di comune , perocché se avessero 
un comune segmento , coinciderebbero , e non sarebbero più due 
linee rette distinte. 

11. Anche è facile inferire che due punti dati di posizione tono 
necessari e sufficienti per determinare la posizione di una linea retta; 
e che un punto i dato di posizione, quando son date di posizione due 
rette in ciascuna delle quali dee esso ritrovarsi. 

Scolio. Un punto solo dato di posizione non determina il sito 
di una linea retta, perchè, com’ è chiaro, da un punto si possono 
tirare inGnite linee rette a tutti gl’infiniti punti dello spazio; e 
queste linee rette sono le infinite diverse direzioni, che ponno 
prendersi , movendo da esso punto nello spazio. 

PROPOSIZIONE V. — TEOREMA. 

Se due linee rette s’ intersegano, gli angoli opposti ai vertici 
sono uguali fra loro. 

S’ interseghino nel punto C (fig. 21.) le due rette AB, DE; io 
dico che l’angolo ACE è uguale al suo opposto al vertice DCB, co- 
me pure ACD=ECB. 

Infatti essendo la retta AB incontrata dall’ altra CE, avremo la 
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somma degli angoli adiacenti ACE, ECB eguale a due retti (prop. 
2); e similmente , essendo la retta DE incontrata dall’ altra CB , 
sarà BCD+ECB uguale a due retti ; dunque ACE+ECB=zBCD+ 
ECB; tolto dalla prima somma e dalla seconda il comune angolo 
ECB , rimarrà ACE=BCD , come si volea dimostrare. In simil 
modo si dimostrerebbe che ACD=ECB. 

Dunque se due linee rette s’ intersegano ec. 

Corollario I. Deriva da ciò, che quando due linee rette t’interse 
gano , i quattro angoli inforno al punto d’ intersezione , sommati in- 
sieme, equivalgono a quattro angoli retti. 

II. In generale , la somma di tutti gli angoli consecutivi formati 
attorno ad un punto su di un piano, da quante rette si vogliano che 
s’ incontrino tutte in quel punto, è uguale a quattro angoli retti. 

E chiaro infatti che se dal punto C (fig. 22.) si tirino quante ret- 
te si vogliano CA, CB, CD, CE, CF, lutti gli angoli consecutivi ACB, 
BCD, DCE, ECF, FCA occupano precisamente quello stesso spa- 
zio che occuperebbero i quattro angoli retti formati da due linee 
rette che s’ intersegano perpendicolarmente nel punto C ; dunque 
la somma di tutti questi angoli consecutivi è uguale a quattro an- 
goli retti. 

Scolio. Se due angoli ACE, DCB opposti al vertice (Cg. 21.) so- 
no uguali, ed un latoACèper dritto con untato CB, l’altro lato EC 
sarà per dritto con l’altro CD. Poiché, essendo, per ipotesi, AB una 
linea retta, avremo ACE+ECB uguale a duo retti ; e sostituendo 
all’angolo ACE l’altro DCB, che per supposizione gli è uguale, 
sarà DCB-fBCE uguale a due retti. Ma quando la somma degli 
angoli adiacenti è uguale a due retti, le’due rette stanno per drit- 
to (prop. 5); dunque DCsla per dritto con CE, come si voleva di- 
mostrare. 



PROPOSIZIONE VI. — TEOREMA. 

Due triangoli sono uguali quando hanno un angolo uguale ad un 
angolo, e i due lati che comprendono il primo angolo rispetti- 
vamente uguali ai due lati che comprendono il secondo. 

Siano i due triangoli ABC, DEF, i quali abbiano (6g. 23.) l’ango- 
lo A uguale all’angolo D e i due lati AB , AC che comprendono il 
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primo angolo rispettivamente uguali ai due lati DE, DF che com- 
prendono il secondo, cioè AB=DE ed AC=DF; io dico che il trian- 
golo ABC è uguale all’altro DEF. 

Immaginando infatti sovrapposto il triangolo ABC sopra il trian- 
golo DEF, in modo che il punto A sia posto sul punto D , e il lato 
AB sul lato DE, ancora il punto B dovrà cadere sul punto E , per 
essersi supposto il lato AB uguale al lato DE; situatosi cosi il lato 
AB su DE , l’altro lato AC dovrà necessariamente adattarsi sul- 
I’ altro DF, essendo, per ipotesi , l’angolo A uguale all’angolo D; 
e cosi anche il punto C cadrà sul punto F , per la supposta egua- 
glianza dei due lati AC c DF. Ora essendo caduto il punto B in E; 
ed il punto C in F , il terzo lato BC si adatterà sul terzo lato EF , 
perchè, altrimenti , vi sarebbero duo rette distinte dal punto E al 
punto F, il che è impossibile. Combaciando adunque il lato AB 
col lato DE, AC con DF, e BC con EF, il triangolo ABC eombacc- 
rà coll’altro DEF c gli sarà uguale. 

Eppcrò due triangoli sono uguali ec. 

Corollario. Dall’essere tre cose uguali in due triangoli, cioè 
l’angolo Al=D,ì 1 lato AB=DE ed il lato AC=DF, si può con- 
chiudcrc che le Irò altre sono pure uguali , cioè il lato BC=EF, 
l’angolo B=K, e l’angolo C=F, pel dimostralo combaciamento di 
tutte queste parli. Dunque allorché due triangoli hanno due lati 
uguali a due lati ciascuno a ciascuno, « l’angolo formato dai primi 
uguale all’angolo formato dai secondi , sarà il terzo lato del primo 
uguale al terzo lato del secondo, e i due rimanenti angoli dell’uno 
rispettivamente uguali ai due rimanenti angoli dell’ altro, e saran- 
no uguali quelli che sono opposti ai lati uguali. 

Scolio. Dietro questa proposizione si vede che per determinare 
un triangolo basta dare un angolo e i due lati che lo comprendono. 

PROPOSIZIONE VII. — TEOREMA. 

Due triangoli sono uguali, quando hanno un lato uguale ad un 
lato e i due angoli adiacenti al primo lato rispettivamente u- 
guali ai due angoli adiacenti al secondo. 

Suppongasi die nei due triangoli ABC, DEF (lig. 25) sia il lato 
Clan, di Croni. 2 
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BO uguale al lalo EF, e gli angoli BeC adiacenti al primo lalo 
UC rispellivamenle uguali agli angoli E ed F adiacenti al secondo 
EF; dico essere il Iriangolo ABC uguale. al triangolo DEF. 

Perocché, immaginando adattato il triangolo ABC, sull’altro 
DEF in modo cho il punto B sia posto in E , c il lato BC, sul lato 
EF, il punto C cadrà necessariamente sul punto F, per la suppo- 
sta eguaglianza dei due lati BC , EF, Situato cosi il lato BC sul 
lato EF, il lalo BA dovrà per conseguenza cadere sul Iato ED, per 
essersi supposto l’angolo B uguale all’angolo E ; quindi il punto 
A si troverà su qualche punto della retta ED Similmente avendo 
supposto l’angolo C uguale all’angolo F , il lato CA si adatterà 
sui lato FD, ed il punto A si troverà su qualche punto della retta 
FD ; dunque il punto A che si è dimostralo doversi trovare simul- 
taneamente sulle due rette ED cd FD , cadrà sul punto D, unico 
punto d’ intersezione di queste due rette. Combaciando dunque i 
tre lati BC, AB, AC rispettivamente coi tre EF, DE, DF, il triango- 
lo ABC combacerà col triangolo DEF, e gli sarà uguale. 

Laonde due triangoli sono uguali ce. 

Corollario. Qui pure dall’essere tre cose uguali in due triangoli, 
cioè il lato BC=EF , l’angolo B=E , e 1’ angolo C=F, si può con- 
chiudere che le altre tre cose sono uguali , cioè il lato AB=DE , 
AC=DF , e l’ angolo A=D pel dimostrato combaciamento di que- 
slc parti. Sicché quando due triangoli hanno un lato uguale ad un 
lato e gli angoli adiacenti al primo lalo rispettivamente uguali agli 
angoli adiacenti al secondo, sarà il terzo angolo dell’ un triangolo 
uguale al rimanente dell’ altro, e i due rimanenti angoli dell’uno 
rispettivamente uguali ai due rimanenti angoli dell’altro, uguali 
quelli che sono opposti ad angoli uguali. 

Scolio. Adunque allorché si dànno di un triangolo un lalo c i 
due angoli adiacenti ad esso lato, questo triangolo è pienamente 
determinato. 

PROPOSIZIONE Fili. — TEOREMA. 

In ogni triangolo un luto qualunque è minore della somma 
degli altri due. 

Sia un triangolo ABC (fig. 25); dico che il latoBC è minore della 
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somma degli altri due AB, AC, e parimente die il lato AB<AC + 
CB, cd il lato AC<AB+BC. 

Ed in vero la linea retta è la più corta di tutte quell* che pos- 
sono tirarsi da un punto ad un altro; dunque dal puntò B al pun- 
to C la retta BC è più corta che la speziata BA-f-AC, come si vo- 
lea dimostrare. Si vedrò con un ragionamento affatto simile che 
AB<AC+CB ed AC<AB+BC. 

Dunque in ogni triangolo un lato qualunque ec. 

Corollario. In ogni triangolo un lato qualunque è maggiore della 
differenza degli altri due. 

Supponiamo che il lato AB sia il maggiore dei tre. Se BC non à 
maggiore di AB — AC, dovrà essergli o uguale o minore; in questi 
due casi non si avrebbe più AB<AC+BC; dunque dev'essere 
BC>AB— AC. Cosi pure si proverà che AB>BC — AC , e che AC> 
AB— BC. 



PROPOSIZIONE IX. — TEOREMA. 

Se da un punto preso dentro di un triangolo si tirino alle estre- 
mità di un lato qualunque due linee rette, la somma di que- 
ste rette sarà minore della somma dei due rimanenti lati del 
triangolo. 

« 

Preso nel triangolo ABC (fig. 24.) un punto 0 ad arbitrio, si 
conducano da questo punto le due rette OB. OC all’estremità B e 
D di un lato qualunque BC ; dico essere la somma delle due rette 
OB, OC minore della somma dei due rimanenti lati AB , AC. 

Per dimostrarlo, si prolunghi la retta OB Gno a che incontri 
il lato AC nel punto D. Nel triangolo ODC il lato OC è minore di 
OD-t-DC; aggiungendo di comune BO, si avràB0+0C<B04-0D-J- 
DC, ovvero BO+OC<BD+DC. Parimente nel triangolo BAD si ha 
BD<BA+AD, cd aggiungendo di comune DC , sarà BD-fDC< 
BA+ AD+DC, o sia BD+DC<BA+ AC Ma si è or ora dimostrato 
BO-t-OC<BD+DO; sarà dunque a più forte ragione BO+-OC< 
BA + AC; ciò che bisognava appunto dimostrare. 

È dunque vero che se da un punto ec. 
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PROPOSIZIONE X. — TEOREMA. 

Se due triangoli abbiano due lati rispettivamente uguali a due 
lati, e l'angolo compreso da' due lati del primo maggiore del- 
l’angolo compreso dai due lati del secondo , sarà il terzo lato 
del primo triangolo maggiore del terzo lato del secondo. 

Siano i due triangoli ABC, DEF ( fig. 25.) i quali abbiano il la- 
to AB=DE e il lato AC=DF, e nel medesimo tempo l’angolo BAC 
formalo dai lati AB , AG maggiore dell’ angolo EDF formato dai 
lati DE, DF; dico essere il terzo lato BC del primo triangolo mag- 
giore del terzo lato EF del secondo. 

S’ intenda formato col vertice A e con il lato AC l’angolo GAG 
uguale all’angolo EDF, e preso AC=DE, si congiunga il punto G 
col punto C mediante la retta GC. I due triangoli AGC, DEF han- 
no 1’ angolo GAC per costruzione uguale all’angolo EDF e il lato 
AG uguale al lato DF ; c per ipotesi il lato AC uguale al lato DF; 
dunque i due triangoli AGC, DEF sono fra loro uguali pcrchó han- 
no un angolo uguale ad un angolo c i duo lati che comprendono 
il primo rispettivamente uguali ai due lati che comprendono il se- 
condo (prop. G. ) , per conseguenza , il terzo lato GC sarà uguale 
al terzo lato EF. Inoltre allo stesso lato DE è uguale AG per costru- 
zione ed AB per ipotesi ; dunque AC=AB. Premesso ciò, siccome 
l’angolo BAC si è supposto maggiore dell’angolo EDF, cosi è chia- 
ro che AG deve cadere nell’ angolo BAC ; onde nel prendere AG 
uguale a DC, il punto G potrà cadere o fuori del triangolo ABC , 
o nel lato BC, o dentro del triangolo stesso , secondo la diversa 
forma de’ triangoli. 

1° caso. Cada il punto G fuori del triangolo ABC; in questo ca- 
so AG deve incontrare BC in un punto I , cioè debbono necessa- 
riamente aver luogo i due triangoli AIB , GIC. Ora nel triangolo 
AIB il lato AB ò minore di AI-flB; similmente nel triangolo GIC 
si ha GC<GI+1C; dunque ò chiaro che AU+GC<.U 4 -lB + Gf-f- 
1C, ovvero AB+ GC<AG+ BC, per essere AI + GI=AG ed IB +IC=: 
BC ; e tolta in questa disuguaglianza dalla prima somma AB e 
dalla seconda AG uguale ad AB , rimarrà GC<BC , ovvero EF< 
BC , per essersi dimostrata GC=EF. 
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2° caso. Quando il punto C (fig. 2G ) cade nel lato BC, GC di- 
venta parte di BC, e quindi GC, ovvero la sua uguale EF è mi- 
nore di BC. 

3° caso. Finalmente se la forma de’ due triangoli è tale che il 
punto G (fig. 27) cada dentro del triangolo ABC, allora essendo le 
due rette AG, GC condotte dal punto G, preso nel triangolo, agli 
estremi A e C del lato AC , sarà , pel teorema precedente , AG + 
GC<AB+BC ; e togliendo dalla prima somma AG , e dall' altra 
la sua uguale AB , rimarrà GC<BC , ovvero EF <BC. 

Dunque se due triangoli cc. 

Scolio. Si vede chiaramente da questa proposizione che due lati 
non sono suflicienti per determinare un triangolo. 

PROPOSIZIONE XI. — TEOREMA. 

Reciprocamente se due triangoli abbiano due lati rispettivamente 
uguali a due lati , ed il terzo lato maggiore del terzo lato , 
sarà l’angolo formalo dai due primi lati maggiore dell' an- 
golo formalo dai due seccnuli. 

I due triangoli ABC, DEF (fig. 23) abbiano il lato AB = DE e 
AC= DF, e, di più , il terzo lato BC maggiore del terzo lato EF ; 
io dico che I’ angolo BAC è maggiore dell’ angolo EDF. 

Perocché se si nieghi ciò, 1’ angolo BAC o sarà uguale a EDF , 
o ne sarà minore. Nel primo caso i due (riangoli avrebbero 
l’angolo BAC = EDF e i due lati AB, AC che comprendono il 
primo rispettivamente uguali , per ipotesi , ai due DE , DF che 
comprendono jl secondo , epperò sarebbe il terzo lato AC uguale 
al terzo lato EF , il che non può essere, come contrario all’ ipo- 
tesi ; nel secondo caso i due triangoli avrebbero i due lati AB , 
AC rispettivamente uguali ai due DE , DF e 1’ angolo compreso 
dai due primi minore di quello compreso dai due secondi ; sa- 
rebbe quindi , pel teorema antecedente , il terzo Iato BC miuore 
del terzo lato EF , il che ancho si oppone alla supposizione; dun- 
que l’ angolo BAC è maggioro dell’angolo EDF , giacché non può 
essergli né uguale nè minoro ; ciò che bisognava dimostrare. 

Per la qual cosa se due triangoli cc. 
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PROPOSIZIONE XII. — TEOREMA. 



Due triangoli sono uguali quando hanno i loro ire lati 
rispettivamente uguali. 



Siano i due triangoli ABC, DKK, (iig. 23) i quali abbiano il lato 
AB uguale al lato DE , il lato AC uguale al lato DF ed il lato BC 
uguale al lato EF; dico esserequesli due triangoli uguali fra loro. 

Basta dimostrare che l’angolo A è uguale all’angolo B ; perchè 
allora i due triangoli avendo i due lati AB , AC rispettivamente 
uguali , per ipotesi, ai due DE, DF e I’ angolo A formato dai due 
primi lati uguale all’ angolo D formato dai due secondi , sareb- 
bero uguali. Ora se niegbisi che l’ angolo A sia uguale all’ an- 
golo D , dovrà esserne A o maggiore o minore. Se A fosse mag- 
giore di D, essendo i due lati AB, BC rispettivamente uguali ai 
due DE, DF e l’angolo A formato da’ primi due, maggiore del- 
l’ angolo D formato dai due secondi , sarebbe il terzo lato BC 
maggiore del terzo lato EF (prop. 10) ; se l’angolo A fosse minore 
di D, si vede similmente che dovrebbe essere BC minore di EF ; 
ora BC non può essere nè maggiore nè minore di EF , perchè gli 
si è supposto uguale; dunque nè anche l’angolo A potrà essere 
maggioro nè minore di D ; gli dovrà dunque essere uguale. Così 
i due triangoli ABC, DEF sono uguali , e quindi i due rimanenti 
angoli dell’uno saranno rispettivamente uguali ai due rimanenti 
dell’altro, cioè B = E , C ss F, 

Corollario. Dall’essere tre cose uguali in due triangoli , cioè il 
lato AB ss DE , AC ss DF , BC ss EF , se ne può conchiudere che 
le altre tre cose sono medesimamente uguali , cioè l’angolo A = 
D , B ss E , C = F. Dunque quando due triangoli hanno i loro tre 
lati rispettivamente uguali , avranno pure i Ire angoli rispettiva- 
mente uguali , e saranno uguali quelli che sono opposti ai lati 
uguali. 

Seolio I. Adunque con tre lati dati non si può avere che un sol 
triangolo , eh’ è quanto dire tre lati sono sufficienti per determi- 
nare un triangolo. 
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II. Da questo teorema si può ricavare seniplicissimamenle la 
seguente proposizione , la cui dimostrazione trovasi assai più 
complicala in Euclide; e che ci servirà in appresso. Se si congiun- 
ga ciascuno do’ due punti li, G (Gg. 25), i quali stieno fuori della 
retta AC , con I’ estremità di questa. retta , io dico che non si po- 
trà avere nel medesimo tempo AB = AG e BC = CC. Infatti , so 
cosi fosse , i due triangoli ABC ed AGC avrebbero i loro tre lati 
rispettivamente uguali senza che potessero combaciare; il che, 
come si è veduto , è assurdo La dimostrazione sarebbe la stessa 
se il vertice di uno de’ due triangoli cadesse dentro dell’altro an- 
golo, o su di un lato. 

PROPOSIZIONE XIII. - TEOREMA. 

In un triangolo isoscele gli angoli opposti ai lati uguali 
sono uguali. 

Sia ABC (fig. 28) un triangolo isoscele, e siano AB, AC i suoi 
lati uguali; dico essere eziandio fra loro uguali gli angoli B e C 
che si oppongono a questi lati. 

S’immagini congiunto il vertice A del triangolo col punto di 
mezzo D della base BC , mediante la retta AD. Nasceranno cosi i 
due triangoli ADB , ADC , i quali avranno i loro tre lati rispet- 
tivamente uguali , cioè AD di comune, AB = AC per ipotesi , e 
BD = DC per costruzione; dunque , in virtù del teorema prece- 
dente , I’ angolo B è uguale all’ angolo C ; come si voleva dimo- 
strare. 

Onde in un triangolo isoscele ec. 

Corollario. Quindi il triangolo equilatero i eziandio equiangolo. 
Perchè due qualunque de’suoi angoli essendo opposti a lati ugua- 
li sono uguali ; epperò tulli e tre sono uguali fra loro. Questa ve- 
rità era già stata da noi asserita nelle dcGnizioni , iu parlando 
dei poligoni equilateri ed equiangoli. 

Scolio I. V uguaglianza dei triangoli ADB, ADC prova nel tem- 
po stesso che l’ angolo DAB = DAC , e che l’angolo ADB = ADC; 
ma questi due ultimi sono adiacenti ; essi sono dunque retti; ep- 
però la linea reità tirata dal vertice del triangolo isoscele al punto 



Digitìzed by Google 




24 



GEOMETRIA 



in mezzo della base, è perpendicolare a questa base e divide t’ an- 
golo al vertice in due parti uguali. 

Questa retta dunque adempie nel medesimo tempo a quattro 
condizioni, cioè 1° passa pel vertice del triangolo; 2° pel punto 
medio della base ; 3° divide l' angolo al vertice per metà ; 4° è 
perpendicolare alla base. Ora siccome due condizioni solamente 
sono necessarie c sufficienti per determinare la posizione di una 
linea retta, cosi è chiaro che date due di queste quattro condi- 
zioni , le altre due debbono avverarsi. Cosi nell’ ipotesi le due 
condizioni erano ebe la retta passava pel vertice e pel punto me- 
dio della base , e le altre due sonosi avverate , cioè eh’ essa retta 
era perpendicolare a questa base c divideva 1’ angolo al vertice 
per metà. Lo stesso si avrà dando altre due condizioni ; cosi è 
chiaro che la perpendicolare elevata dal punto di mezzo della base 
di un triangolo isoscele a questa base , passa pel vertice del trian- 
golo e divide V angolo al vertice per metà ; che la perpendicolare 
abbassata dal vertice di un triangolo isoscele sulla base , passa per 
il punto di mezzo di questa base e divide V angolo al vertice per me- 
tà, oc. 

II. In un triangolo , che non sia isoscele , si prende indifferen- 
temente per base un lato qualunque , ed allora il suo vertice è 
quello dell’angolo opposto. Nel triangolo isoscele si prende parti- 
colarmente per base il Iato disuguale agli altri due ; c cosi il ver- 
tice del triangolo è quello dell’ angolo opposto. 

III. Si può anche osservare che in un triangolo isoscele , pro- 
lungali i lati uguali, gli angoli sotto la base sono anche uguali 
fra loro. 



PROPOSIZIONE XIV. — TEOREMA. 

Reciprocamente se, due angoli di un triangolo sono uguali , i 
lati opposti a questi angoli saranno uguali, c così il triangolo 
sarà isoscele. 

Nel triangolo ABC (fig. 29) sia I’ angolo ABC uguale all’angolo 
ACB; io dico che i lati AB, AC opposti a questi angoli sono uguali 
fra loro. 



Digitized by Google 




PARTE I — LIBRO I 



23 



Imperocché se questi due lati non sono fra loro uguali, sia AB 
il maggiore de’ «lue. Si prenda su di AB una parte BD uguale ad 
AG , e si congiunga DG. Essendo cosi 1’ angolo 1)BC , per ipotesi, 
uguale ad ACB, il lato DB uguale al lato AG per costruzione , ed 
il lato BC comune, i due triangoli DBC, ACB , avendo un angolo 
uguale ad un angolo e i due lati che comprendono il primo ri- 
speltivameote uguali ai due lati che comprendono il secondo, so- 
no uguali ; cioè la parte uguale al tutto , il che è impossibile. 
Adunque i due lati AB , AC non possono essere disuguali, ma so- 
no uguali. 

Epperò se due angoli di un triangolo cc. 

Corollario. Segue dal teorema dimostralo che ogni triangolo 
equiangolo i altre» i equilatero ; poiché trovandosi i lati a due a due 
opposti ad angoli uguali, a due a due debbono essere uguali, ep- 
però tulli e tre uguali fra loro. 

PROPOSIZIONE XV. — TEOREMA. 

Di due lati di un triangolo il maggiore c quello eh’ è opposta 

all'angolo maggiore; e reciprocamente di due angoli di un 

triangolo il maggiore è quello che si oppone al lato maggiore, 

1. ° Sia nel triangolo ABC(Gg. 30) l’angolo ACB maggiore del - 
l' angolo ABC ; dico essere il lato AB opposto all’ angolo ACB , 
maggiore del lato AC opposto all’angolo minore ABC. 

Col vertice C e col lato CB s’immagini fallo l’angolo BCD 
uguale all’ angolo ABC ; cosi nel triangolo BDG essendo uguali 
fra loro, per costruzione, i due angoli BCD c DBC, sarauno 
eziandio uguali , in virtù del teorema precedente, i due lati BD 
c DC opposti a questi angoli. Ora nel triangolo ADC si ha il lato 
AC minore di AD+DC; dunque sostituendo a DC il suo uguale 
DB , si avrà AC<VD-pDB , ovvero AC<\Mt , come si voleva di- 
mostrare. 

2. " Passando alla reciproca , sia nello stesso triangolo ABC il 
lato AB maggiore del lato AC ; dico essere I’ angolo ACB opposto 
al lato AB maggiore dell’ angolo ABC opposto al lato tumore AC. 
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Infatti, negandosi che ACB sia maggiore di ABC , dovrebbe es- 
serne o minore o uguale ; se ACB fosse minore di ABC, sarebbe , 
per quello che si è or ora dimostrato, AB<AC; il che è contrario 
alla supposizione; se ACB fosse uguale ad ABC , sarebbe AB = AC 
(prop. Il); il ebe pure si oppone alla supposizione; bisogna dun- 
que necessariamente ebe l’angolo ACB sia maggiore dell’altro 
ABC ; eh’ è quello che facea d’ uopo dimostrare. 

Sicché di due angoli di un triangolo ec. 

Corollario. Dunque in ogni triangolo scaleno al massimo lato 
A opposto il massimo angolo , al medio il medio , al minimo il 
minimo , e viceversa. 

PROPOSIZIONE XVI.— TEOREMA. 

Da un punto che stia fuori di una linea reità non ti può 
abbassare a questa retta che una sola perpendicolare. 

Imperocché supponiamo che dal punto A (Gg. 51) che stia fuori 
della retta DE si possano menare a questa retta due perpendico- 
lari AB ed AC. Prolunghisi una di esse , per esempio AB , di una 
quantità BF uguale ad AB, e congiungasi il punto C col punto F, 
mediante la retta CF. 

I due triangoli ACB , BCF hanno il lato AB uguale al lato BF, 
per costruzione, il lato CR di comune , e l’angolo ABC uguale al- 
l’angolo CBF, perchè sono, per supposizione, retti ; dunque que- 
sti triangoli sono uguali (prop. li), c quindi l'angolo ACB opposto 
al lato AB è ugnile all’angolo BCF opposto al lato uguale BF ; ma 
per ipotesi l’angolo ACB è rotto , dunque anche il suo uguale 
BCF è retto. Ora siccome la retta CB al medesimo punto C in essa 
fa con le altre due AC , CF non poste dalla medesima parte la 
somma degli angoli adiacenti ACB, BCF uguale a due retti, s’ in- 
ferisce che le due AC , CF sono per dritto (prop. 3). Ma cosi dal 
punto A al punto F si sarebbero condotte le due rette AF ed ACF, 
il che è assurdo; è dunque medesimamente assurdo che dal punto 
A si possa menare più di una perpendicolare alla retta DE ; come 
si voleva appunto dimostrare. 

Laonde da un punto che stia fuori ec. 
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Scolio. Qui il punto sta fuori della retta ; se stesse sulla retta 
si è già dimostrato nella proposizione prima che da un punto 
preso su di una retta non si può elevare a questa retta che una 
sola perpendicolare. 

Nell’ un caso e nell’ altro si vede che le due condizioni di pas- 
sare per un punto ad essere perpendicolare ad una retta deter- 
minano la posizione di una linea retta. In generale si vedrà sem- 
pre che due condizioni sono necessarie e sufficienti per determi- 
nare la posizione di una linea retta. 



PROPOSIZIONE XVII. — TEOREMA. 

Se da un medesimo putito che stia fuori di una linea retta sia 
abbassala a questa retta la perpendicolare e differenti obblique 
a vari punti di essa retta ; 

1. ° La perpendicolare sarà più corta di ogni obbliqua. 

2. ° Due obblique che sieno poste da una parte e. dall' altra 
della perpendicolare a uguali distanze da essa , saranno uguali. 

3. ° Di due obblique che distitio disugualmente dalla perpendi- 
colare la maggiore sarà quella che più se ne allontana. 

1. ° Dal punto A (tig. 31) posto fuori della retta DE sieno ab- 
bassate su questa retta la perpendicolare AB e I’ obbliqua qua- 
lunque AC ; dico essere AB minore di AC. 

Si prolunghi AB di una quantità BF uguale ad AB e si con- 
giunga GF. Il triangolo ACB ò uguale al triangolo BCF , poiché 
AB = EF per costruzione , CB è comune , e l’angolo retto CBA 
=CBF; dunque il terzo lato AC è uguale al terzo lato CF (prop. 6). 
Ciò posto, nel triangolo ACF si ha AF<AC+CF; dunque AB ch’è 
manifestamente metà di AF, è minore di AC , eli’ è metà di AC + 
CF ; come si voleva dimostrare. 

2. ° Sieno ora le due obblique AC , ed AE poste dall’ una parte 
e dall’altra della perpendicolare AB ugualmente distanti da essa, 
cioè sia CB— BK , io dico che queste due obblique sono fra loro 
uguali. Infatti i due triangoli ACB , ABE sono uguali , perché 
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hanno AB di comune, CB=BE per ipotesi, e l’angolo ABC=ÀBE, 
come retti ; dunque il terzo lato AC è uguale al terzo lato AE 
( prop. G ), cioè le due obbliquc sono uguali fra loro. 

5.° In ultimo delle due obblique AC , AD la prima disli dalla 
perpendicolare più che la seconda, cioè sia DB>CB; dico che AB 
è maggiore di AC. 

Si prolunghi AB di una quantità AF uguale ad AB , e si con- 
giunga CF e DF. Si dimostrerà come innanzi , che il triangolo 
ACB.=BCF, e parimente il triangolo ADB=BDF; dunque il terzo 
lato AC=CF , e il terzo lato AD=DF. Ora essendo dal punto C 
dentro del triangolo AOF condotte all’ estremità del lato AF le 
due rette AC , CF , si ha AC + CF < AD +DF ; ( prop. 9 ) ; dun- 
que AC metà di AC+CF sarà minore di AD ch’è metà di AD-{-DF; 
cioè 1’ obbliqua ch’è più vicina alla perpendicolare è minore di 
quella che n’è più lontana ; come si volea appunto dimostrare. 

Qui le obbliquc sonosi supposte essere dalla stessa parte della 
perpendicolare ; se stessero da diverse parli come AD ed AE , si 
prenderebbe CB=BE , e congiunta AC, sarebbe AC=AE , perchè 
distano ugualmente dal piede della perpendicolare ; si dimostre- 
rebbe , come si è fallo ora, AC < AD ; e quindi sarebbe anche 
AE<AD. 

Dunque è vero che se da un punto ec. 

Corollario I. La perpendicolare misura la vera distanza di un 
punto da una linea retta ; perocché è più corta di ogni obbliqua, 
eppcrò unica. 

II. Da un medesimo punto non si possono tirare ad una mede- 
sima linea retta più di due rette uguali ; perchè tiratene prima 
due uguali , cioè ad ugual distanza dalla perpendicolare da una 
parte c dall’ altra , ogni altra obbliqua differente da queste due 
dovrebbe essere necessariamente o più vicina o più lontana dalla 
perpendicolare che queste due, e quindi dovrebbe essere minore 
o maggiore di esse. 

Scolio. Questa proposizione include manifestamente la reci- 
proca : l.° La più corta di tutte le rette che si tirano da un punto 
su di una retta è perpendicolare a questa retta; 2.° due obbliquc 
uguali disiano ugualmente dalla perpendicolare; 3.» di due obbliquc 
disuguali la maggiore é più lontana dalla perpendicolare che la 
minore. 
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PROPOSIZIONE XVIII. — TEOREMA. 

Se dui punto di mezzo di una linea retta sia elevala ad essa la 
perpendicolare ; 1 ° ciascun punto di (mesta perpendicolare sa- 
rà ugualmente distante dalle estremità della retta ; 2 ° ogni 
punto posto fuori della perpendicolare sarà disugualmente di- 
stante da esse estremità. 

Dal punto di mezzo C (fig. 52) della linea retta AH si supponga 
elevata a questa retta la perpendicolare CF ; io dico 1° che ogni 
punto di questa perpendicolare disierà ugualmente dalle due 
estremità A c B ; 2° che ogni punto che stia fuori della perpendi- 
colare , disierà disugualmente dalle detto estremità. 

1. ° Infatti sia D un punto qualunque della perpendicolare CF ; 
si congiunga questo punto con le due estremità A e B mediante le 
rette AD , DB. Così, essendo per supposizione , AC = CB ; le due 
obblique AD , DB disiano ugualmente dalla perpendicolare , e 
quindi pel teorema precedente, sono fra loro uguali ; come si vo- 
leva dimostrare. Così pure si avrà AF = FB , AE == EB , cc. 

2. ” Sia ora un punto qualunque I fuori della perpendicolare ; 
si congiunga questo punto con le estremità A e B mediante le 
rette AI, 1B; 6 chiaro che una di queste rette dovrà incontrare la 
perpendicolare CF in un punto D; si congiunga DB. Appartenen- 
do il punto D alla perpendicolare CF, si avrà , per quello che s’è 
or ora dimostralo, AD = DB ; aggiungendo di comune DI , sarà 
AD -p DI= DB + DI ; ma nel triangolo IDB si ha DB -p DI)>IB , 
dunque sarà pure AD -p DI > IB , ovvero AI > IB; cioè il punto 
I è disugualmente distante dalle due estremità A e B; come bi- 
sognava dimostrare. 

Dunque se dal punto di mezzo cc. 

Corollario. Se ti abbiano due punti de’ quali ciascuno sia 
ugualmente distante dalle estremità di una linea retta , la retta 
che li unisce deve incontrare perpendicolarmente quella retta e 
dividerla per metà. Infatti è chiaro dalla proposizione dimostrata 
che ciascuno di questi due punti deve trovarsi sulla perpendico- 
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lare elevala dal punto di mezzo di quella retta ; ma tra due punti 
non passa clic una sola linea retta'; dunque la retta clic unisce 
quei due punti 6 appunto la perpendicolare a quella retta nel 
suo punto di mezzo. 

Scolio. Si 6 veduto ebe AD = DB ed AF — FB ; ora , essendo 
l’olibliqua AF maggiore dell’altra AD, che si avvicina più 
alla perpendicolare CA , si deduce che a misura che un punto 
preso nella perpendicolare si scosta più dal punto C , tanto più 
le due distanze uguali di questo punto dalle estremità A e B cre- 
scono. Giova di più osservare che so si abbiano due punti A e B 
in un piano, c si prenda in questo piano una serie di punti C, D, 
E , F ec. de’quali ciascuno sia equidistante dai punti A e B , tutti 
questi punti saranno in una medesima linea retta , perpendicola- 
re alla retta che unisce i due punti A e B. Di qui la maniera di 
condurre da un punto ad un altro una linea retta col solo com- 
passo, senza bisoguo di riga. Volendo , per esempio , menare una 
retta Ira duo punti dati A e B, si segneranno con una stessa aper- 
tura di compasso due punti M ed N ugualmente distanti dai punti 
A c B , c poi con diverse aperture di compasso si segnerà una se- 
rie di punti C, D , E, F, C ec. vicini fra loro il più che si possa, 
e de’ quali ciascuno sia equidistante da’ due punti M ed N ; la se- 
rie di questi punti sarà il sentiero rettilineo da A a B. Queste con- 
siderazioni danno un’ idea più precisa della linea retta e ne sta- 
biliscono quasi il carattere geometrico. 



PROI’OSIZIOINE XIX. —TEOREMA. 

Se si prolunghi un lato qualunque di un triangolo , V angolo 
esterno che ne nasce è maggiore di ciascuno degl" interni ed 
opposti. 

Del triangolo ABC (Og. 55) sia prolungalo un lato qualunque 
BC ; io dico che l’angolo esterno ACD è maggiore sì dell’angolo 
BAC e si dell’ altro ABC , che sono i suoi interni ed opposti. 

S’immagini diviso AC per metà nel punto F, e congiuntu/AF, 
s’intenda prolungata questa retta di una quantità F£ uguale a 
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BF , e si congiunga EC. Cosi nasceranno i due triangoli ABF . 
FCE ; i quali , avendo l’angolo AFB uguale all’angolo EFC, per- 
chè opposti al vertice, e per costruzione AF=:FC e BF = FE , 
sono uguali ( prop. 6 ); c quindi I’ angolo BAF opposto al lato 
BF, è uguale all’angolo FCE opposto al lato uguale FE ; ma ACD 
è maggiore della sua parte ACE ; dunque sarà pure ACD>BAC. 

Prolungando poi il lato AC verso C , c facendo la medesima 
costruzione sul lato BC , si proverà similmente che BCG > ABC ; 
ma ACC è uguale ad ACD, come opposti al vertice , dunque si 
avrà pure BCD>ABC; sicché l’angolo esterno ACD è maggiore 
sì dell’ uno e sì dell’ altro interno ed opposto BAC , ABC; come 
bisognava dimostrare. 

Epperò è vero che le si prolunghi un lato or. 

Scolio. Si è detto nella proposiziono IX che se da un punto O 
(fig. 24) preso dentro di un triangolo ABC, si conducano due rette 
OB , OC alle estremità di un lato BC, sarà BO 4 - OC> BA + AC; 
ora qui si può anche osservare che l’angolo BOC formato dalle 
due rette BO, OC, è maggiore dell’ angolo BAC formato dai due 
rimanenti luti del triangolo. Infatti del triangolo ODC l’angolo 
esterno BOC è maggiore dell’interno ed opposto ODC ; ma del 
triangolo BAC I’ angolo esterno BDC è maggiore dell’ interno ed 
opposto BAC ; dunque con più forte ragione sarà BOG>BAC. 



PR0P0SI7.10XE XX.— TEOREMA. 



Allorché due linee rette situale in un medesimo piano, inlerseyate 
da una terza, facciano l.° gli angoli alterni uyuuli fra loro; 
2.° o l' esterno uguale aW interno ed opposto dalla medesima 
parte; 3.° o la somma degli angoli interni da una stessa 
parte uguali a due retti ; queste rette sono parallele. 



I.° Supponiamo che le due rette AB, e CD (fig. 56). situale in 
un medesimo piano vengano intersegate dalla terza EF in modo 
che l'angolo AGO sia uguale al suo alterno GOD ; dico che queste 
due rette AB , CD sono parallele. 
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Infatti , se ciò si nieghi, queste rette dovranno dall' una parte 
o dall’ altra incontrarsi in un punto M Ma così nel triangolo 
C.OM P angolo esterno AGO sarebbe , per la proposizione antece- 
dente , maggiore dell’ interno ed opposto GOD ; questo è contra- 
rio alla supposizione ; dunque le rette AJl , CD non potranno in- 
contrarsi , cioè sono parallele. 

2. ° Sia ora l’angolo esterno EGB uguale all’ interno ed opposto 
dalla medesima parte GOD ; dico pure che le due rette AB , CD 
sono parallele. 

Imperocché siccome EGB = GOD, per ipotesi, ed EGB = AGO, 
perchè opposti al vertice, sarà AGO=COD, cioè gli alterni uguali 
fra loro ; dunque , per quello clic si è or ora dimostralo , AB è 
parallela a CD. 

3. ° In ultimo sia la somma degli angoli interni dalla stessa 
parte BGO e GOD uguale a due retti ; dico anche che AB 6 paral- 
lela a CD. 

Perchè , essendo , per ipotesi BGO+GOD uguale a due retti; 
ed anche la somma degli angoli adiacenti AGO -f BCO uguale a 
due retti , sarà BGO + GOD = AGO + BGO ; c tolto di comune 
BGO , rimarrà AGO=COD ; cioè gli alterni uguali fra loro ; dun- 
que AB è parallela a CD. 

Laonde se due rette situate in medesimo piano oc. 

Corollario. Due linee rette KF , CD ( lig. 39 ) perpendicolari ad 
una medesima RP sono parallele fra loro ; perchè allora la somma 
degli angoli interni dalla stessa parte ERQ , RQC è uguale a due 
retti. 

Ma ciò potrebbesi ancora dimostrare indipendentemente in 
questo modo. Se le rette EF, CD non fossero parallele dovrebbero 
incontrarsi in un punto; ed allora da questo punto vi sarebbero 
due perpendicolari sulla medesima retta RP ; il che è assurdo 
(prop. IG). 

Scolio I. Sarebbero anche parallele le due rette se si suppo- 
nessero uguali gli angoli COF,EGB (fig. 30), i quali si chiamano 
allerni-eslerni ; perchè esseudo COF=GOD, come opposti al ver- 
tice, ciò sarebbe lo stesso che supporre uguali, come sopra , EGB, 
COD. Anche poteva supporsi la somma degli angoli esterni dalla 
stessa parte EGB,FOD uguale a due retti, perchè ciò vale lo stesso 
che supporre, come sopra, AGO-J-GOC = 2 retti. 
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II. Per beu comprendere la proposizione che seguirà si ponga ben 
mente alla osservazione che ora faremo. La quale è che quando 
una retta GB fflg.36), fa con un’altra EF due angoli BGO , EGB, 
se questi angoli al medesimo punto G cangiano , la retta GB , 
cangiando posizione, ha dovuto rotare intorno al punto G.Da ciò 
è chiaro che perchè una retta GB si muova lateralmente su di un 
piano in modo che resti sempre parallela a sè stessa, è sufficiente ' 
che intersegata da un’ altra EF, il punto d' intersezione G scorra 
su quest’ altra , e che la retta GB non roti mai intorno ad esso 
punto. In fatti , facendo cosi la retta GB sempre lo stesso angolo 
con EF , se noi la consideriamo in due punti qualunque G ed 0 , 
abbiamo l’angolo esterno EGB uguale all’interno ed opposto GOD; 
dunque, per quello che si è or ora dimostrato, GB è parallela ad 
OD ; cioè GB si è mantenuta parallela a sè stessa. 

Se per lo contrario al punto 0 si trovasse un angolo maggiore 
o minore di EGB, se ne inferirebbe che nel cammino del punto G 
sulla retta EF la retta GB ha rotato intorno a questo punto. Ora 
nella proposizione che seguirà noi dimostreremo che in questo 
caso della ineguaglianza dei due angoli EGB, GOD , le rette GB 
ed OD non sono parallele. 

Faremo in ultimo una seconda osservazione ; ed è che qualora 
due rette AB , CD (fig. 37) siano intersegate da una terza EF in 
modo che l’ angolo esterno E1B sia uguale ali’ interno ed op- 
posto 10D , nel qual caso , come si è veduto , le rette sono pa- 
rallele, se la segante EF roti intorno al punto I , cangiando cosi 
per conseguenza gli angoli E1B, EIA, cangeranuo allresi gli an- 
goli IOD , 10C eh’ essa sugante EF fa con l’ altra retta CD. Infatti 
si supponga che la EF rotando siasi messa nella posizione della 
GII; è chiaro che nascerà il triangolo IOM , del quale l’angolo 
esterno IMD è maggiore dell’ interno ed opposto IOM ; e simil- 
mente 1’ esterno COI è maggiore dell’ interno ed opposto IMO ; 
dunque i due angoli IMD , IMO che la EF fa con CD nella sua 



( Non dico etiche necessari > |>crchè non si è ancora dimostrato che due li- 
nee rette parallele intersegate da una (erra debbono formare l'angolo esterno 
uguale all’ interno ed opposto. 

KUtn. di Geom. 3 , 
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nuova posizione, sono diversi dai due angoli IOD , IOC che face- 
va nella primitiva. 

Ma per contrario se il punto I scorra su di AB e la EF non roti 
mai iotorno a questo punto, nel qual caso, come si è veduto, gli 
angoli EIB , EIA non cangiano, e quindi la EF si mantien sempre 
parallela a sè stessa, è chiaro che anche gli angoli IOD, IOC non 
rangera’nno ; perchè non avendo mai luogo la rotazione intorno 
al punto O non avrà mai luogo il triangolo IOM. 

Supponiamo che laEF sia venuta nel suo cammino al punto P; 
io dico che le parli IO, PQ intercetto fra le duo parallele sono 
fra loro uguali. Infatti s' immagini cho la PQ si muova per ritor- 
nare al punto I , senza mai rotare attorno il punto P che scorre 
su di AB , cioè facendo in senso contrario lo stesso cammino di 
prima ; è chiaro che quando il punto P sarà giunto in I il punto 
Q cadrà in O; perchè se non vi cadesse, dovrebbe cadere su di un 
altro punto M della retta CD ; ma in questo caso, come si è vedu- 
to , gli angoli IMD , IMO sarebbero differenti dagli angoli IOD, 
IOC , e quindi anche dai loro uguali PQO, PQC; or questo è con- 
tro la supposizione, perchè, non v’essendo rotazione, la I’Q si man- 
licn sempre ugualmente inclinata alle due AB, CD; dunque caden- 
do il punto P in I, anche il punto Q cade in O; epperè PQ com- 
bacia con IO e le è uguale. Dunque in generale allorché due rette 
AB, CD intersegate da una terza EF , formino l’angolo esterno 
EIB uguale all’ intcrnoed opposto dalla stessa parte IOD , e siano 
perciò parallele , se la segante EF si muova lateralmente senza mai 
rotare intorno ai punti d’ intersezione , rimanendo cosi per conse- 
guenza parallela sempre a sè medesima , la parte IO intercetta fra 
le due parallele AB, CD si manterrà sempre la stessa 

Questa osservazione così semplice ci condurrà agevolmente alla 
dimostrazione del teorema che segue. 



1 Potrebbero alcuni credere che quella proposizione sia la stessa della XXIX 
clic verrà dopo , nella quale si viene a dire che due parallele comprese Tra due 
altre parallele sono uguali , cppeiò potrebbe sembrar loro superfluo l'averla 
colà ripetuta con altra dimostrazione. Ma noi laremo osservare clic qui le rette 
sono per una conseguenza parallele, e che la dimostrazione dipende solo dal 
supporre l’ angolu esterno uguale all’ interno ed opposto ; laddove al contrario 
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PROPOSIZIONE XXI — TEOREMA. 



Se due linee rette che stiano nel medesimo piano , inlersegate da 
una tersa facciano la somma degli angoli interni dalla me- 
desima parte maggiore o minore di dite retti, queste rette pro- 
lungate sufficientemente , s’ incontreranno dalla parte ove la 
somma degli angoli interni è minore di due retti. 

Siano le due linee rette AB, CD (iìg. 38 ) nel medesimo piano, 
ed intersegate dalla terza EF facciano la somma degli angoli in- 
terni dalla stessa parte BGH , GHD maggiore di due retti ; io di- 
co che- le due rette AB , CD prolungate sufficientemente dovran- 
no incontrarsi in un punto A dall’ altra parte , ove per conse- 
guenza la somma degli angoli interni AGII , GHC è minore di due 
retti. 

Essendo , per ipotesi BGH 4- GHD maggiore di due retti , ed 
EGB 4- BGH, come adiacenti, uguale a due retti , sarà BGH 4- 
GIID > EGB 4- BGH, e tolto di comune BGH, si ha GHD > EGB. 
Ora al punto H s'immagini tirata K.I che faccia con EF l’angolo 
CHI uguale ad EGB ; sarà cosi , per la proposizione precedente , 
AB parallela a KI; e dall’essere GHD >■ EGB 0 GUI = EGB , sa- 
rà CHD >GHI ; epperù la HI starà nell’angolo GHD ; ed ò chiaro 
che prolungando UD, la UC starà nell’ angolo KHG. S’ immagini 
ora che la EF si muova lateralmente sulle rette AB.KI senza mai 
rotare intorno ai punti d’ intersezione ; sia cosi venuta nel punto 
M ; sarà, secondo lo scolio della proposizione antecedente , GII = 
MN. Nel punto T dove la CH incontrerà la UN s’ immagini tirata 
TR che faccia l’angolo MTR=LMG; sarà cosi TR parallela ad 

nella proposizione XXIX questi angoli sono uguali per una conseguenza , c la 
supposizione è che le rette sono parallele. Dunque, coniechè queste due propo- 
sizioni siano intrinsecamente le stesse, pure qui, relativamente aU'ordiuc logico 
delle idee, la si dee prendere in un senso particolare , non essendosi ancora di- 
mostrato che due relie parallele intersegate da una terza, formano l'angolo 
esterno uguale all’ interno ed opposto. 
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MG , ed MT = GR; e siccome MN = GH , cosi essendo MT parie 
di MN sarà pure GR parie di GH; dunque mentre la retta EF mo- 
vendosi lateralmente è venuta in M , il punto H scorrendo sulla 
retta HG è venuto in R. Supponiamo che MN , continuando il suo 
cammino sia giunta in O ; si tiri CS, come prima ; sarà OC=M8 
= GQ , e come MS è parte di MT . sarà GQ parte di GR ; dunque 
mentre MN partendo da M è giunta in O, il punto R scorrendo su 
di RC è giunto in Q. Continuando cosi , 6 manifesto che quando 
più la retta EF si allontanerà nel suo cammino, tanto più il 
punto 11 si avvicinerà al punto G ; dunque dopo un sufficiente 
cammino della retta EF il punto 0 giungerà in G. Allora, essen- 
do distrutte le parti MT , OC cc. , saranno medesimamente di- 
strutte le uguali GR , GQ ec. , cioè la retta EF sarà giunta in 
un punto A dove le due CO ed aB s’incontrano; come bisognava 
dimostrare. 

Dunque è vero che te due linee rette ec. 

Corollario I. È facile inferire da ciò la proposizione reciproca 
dell’anlecedentr, cioè che due linee rette parallele JB, CD (fig. 36) 
intersegate da una terza EF formano l.° gli angoli alterni uguali 
fra loro , 2.° l’esterno uguale all’interno ed opposto dalla medesima 
parte, 3.° la somma degli angoli interni dalla stessa parte uguale a 
due retti. 

Questa terza verità è chiarissima perchè se la somma degli an- 
goli interni fosse maggiore o minore di due rette le due rette 
AB , CO , secondo quello che si è or ora dimostrato , dovrebbero 
incontrarsi . il che è contro la supposizione. In quanto alle altre 
due, essendo BGO + GOD uguale a due retti ed AGO + BGO pu- 
re uguale a due retti , come adiacenti, sarà BGO-f GOD=AGO+- 
BGO, e tolto di comune BGO, si ha GOD = AGO, cioè gli alterni 
uguali fra loro. Ora essendo AGO = GOD ed AGO = EGB, come 
opposti al vertice sarà pureEGB = GOD, cioè l’esterno uguale 
all’interno ed opposto 

II. Ogni linea retta RP (fig. 39. ) perpendicolare ad una delle 
parallele F.F è pure perpendicolare all’altra CD : Perchè, es- 
sendo retto 1’ angolo PRQ , dev’ essere anche retto l’ altro RQ1) , 
a fine che la loro somma sia , come dev’ essere , uguale a due 

retti. 
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III. Da un punto 0 (Gg. 36) posto fuori di una retta AB non si 
può condurre che una sola parallela a questa retta. Infatti tirando 
ad arbitrio la EF che passi per questo punto , non ci ha che una 
sola retta OD che faccia la somma degli angoli COD, SCO uguale 
a due retti , come richiedesi; ogni altra retta farebbe la somma 
degli angoli interni maggioro 6 minore di duo. retti; o per conse- 
guenza incontrerebbe la AB. 

IV. Due linee rette perpendicolari ciascuna a ciascuna a due 
rette che *’ incontrano , debbono incontrarsi. Imperocché se fosse- 
ro parallele , una delle due rette che s’ incontrano perpendicola- 
re ad una di queste parallele, dovrebbe , per il corollario li, es- 
sere perpendicolare all’ altra parallela ; ma a questa , è per ipo- 
tesi, perpendicolare 1’ altra retta ; dunque dal medesimo punto , 
eh’ è il punto d’intersezione delle due rette, si sarebbero ab- 
bassate due perpendicolari sulla medesima retta il che è impos- 
sibile (prop. IG). 

Scolio. Si può osservare che quando la EF (lig. 56j non incon- 
tra perpendicolarmente le parallele AB , CD fa con queste otto 
angoli de’ quali quattro AGE, BGO COG, DOF sono ottusi, e tutti 
uguali fra loro ; gli altri quattro EGB , AGO , GOD , COF sono 
acuti e pure uguali fra loro ; e la somma di un ottuso con un 
acuto, comunque presi, è sempre uguale a due angoli retti. 

PROPOSIZIONE XXII. — TEOREMA. 

Due linee rette parallele ad una terza sono parallele fra loro. 

Siano le due rette AB , CD (Gg. 39.) parallele alla terza EF; io 
dico ch’esse sono parallele fra loro. 

S’intenda tirata la segante PQK perpendicolare ad EF. Essen- 
do, per ipotesi, CD parallela ad EF sarà per il corollario II della 
proposizione precedente , PR , perpendicolare a CD. Parimente , 
essendo AB, per ipotesi parallela ad EF, sarà PR pcrpeudicolare 
ad AB. Dunque le due AB, CD sono entrambe perpendicolari alla 
medesima PR; esse quindi sono parallele, (prop. 20, cor.), come 
si voleva dimostrare. 

Il che due rette parallele ad una terza ec. 
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PROPOSIZIONE XXIII — TEOREMA. 

Due linee rette parallele sono ila per tutto ugualmente distanti. 

Siano le due parallele AB, CD (lìg. 40 ). Da un punlo qualun- 
que II dell’ una si abbassi sull’ altra AB la perpendicolare HE ; 
questa sarà pure perpendicolare a CD (prop. 21, cor. 2. 1); questa 
1IF perpendicolare comune delle due parallelo si estima per loro 
distanza. Ora siano le due distanze HF , CE , prese da due punti 
ad arbitrio H, C: io dico ch’esse sono fra loro uguali, ch’è quanto 
dire che le due parallele AB , CD sono da per tutto ugualmente 
distanti. 

Imperocché, congiunta HE , i due angoli CHE, HEF , come al- 
terni rispotlo alle parallele AB, CD sono uguali (prop. 21 cor. I); 
parimente essendo le due HF , GE perpendicolari alla medesima 
AB sono parallele fra loro (prop. 20, cor.) dunque gli angoli al- 
terni F1IE,HEC sono uguali fra loro. Così i due triangoli HFE,HEG 
hanno il lato HE di comune adiacente a due angoli rispettiva- 
mente uguali; epperé sono uguali (prop.7); dunque il lato HF op- 
posto all’angolo HEF è uguale al lato EG opposto all’angolo ugua- 
le GUE ; come si voleva dimostrare. 

Laonde due linee rette parallele ec. 

PROPOSIZIONE XXIV — TEOREMA. 

Prolungando un lato di un triangolo l'angolo esterno è uguale 
alla somma de’ due interni ed opposti. 



Del triangolo ABC (Gg. 35) sia prolungato un lato BC ; io dico 
che l’angolo esterno ACD è uguale alla somma de’ due interni ed 
opposti BAC , ABC. 

Dal punto C s’immagini tirala CE parallela ad AB. Saranno 
così gli angoli alterni BAC , ACE uguali fra loro, e 1’ esterno ECD 
uguale all' interno ed opposto ABC. Ora l’angolo ACD, > come 
tutto , è uguale alla somma delle parti ACE , FCE; dunque sosli- 
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lucndo a questi due angoli i loro uguali BAC, ABC si avrà ACD= 
BAC + ABC , come bisognava provare. 

Dunque prolungando un lato di un triangolo cc. 

Scolio. La proposizione XIX si accorda con questa , anzi ne è 
un corollario ; perchè se l'angolo esterno è uguale alla somma 
dei due interni ed opposti, deve per conseguenza essere maggio- 
re di uno di essi. 

PROPOSIZIONE XXV — TEOREMA. 

Im somma dei tre atigoli di un triangolo è uguale 
a due angoli retti. 

Sia un triangolo qualunque ABC (fig. 35); io dico che la som- 
ma do’ suoi tre angoli è uguale a due retti. 

Infatti si prolunghi un lato qualunque BC ; in virtù del leoro- 
ina antecedente, l’angolo esterno ACD 6 uguale alla somma dei 
due interni ed opposti BAC, ABC ; aggiunto di comune I’ angolo 
ACB , sarà ACD + ACB = BAC + ABC + ACB ; ma la somma 
de’ due primi , come adiacenti , è uguale a due retti ; dunque 
anche la somma de’ tre angoli del triangolo ABC è uguale a due 
retti. 

Dunque la somma de’ tre angoli ec. 

Corollario I. Da ciò segue che so si conoscono due angoli di 
un triangolo , o solamente la loro somma , si otterrà il terzo to- 
gliendo la somma de’ due angoli da quella di due retti. 

II. Se due angoli di un triangolo sono rispettivamente uguali 
a due angoli di un altro triangolo , il terzo sarà pure uguale al 
terzo, e i due triangoli saranno perciò equiangoli. 

III. In un triangolo non vi può essere più di un angolo retto ; 
perchè se ve ne fossero due , il terzo dovrebbe esser nullo; a più 
forte ragione un triangolo non può avere più di un angolo ottuso. 
Questo era già stato asserito nelle definizioni , in parlando dei 
triangoli rettangoli ed ottusangoli. 

IV. In ogni triangolo rettangolo la somma de’ due angoli acuti 
è uguale a due retti ; e in ogni triangolo ottusangolo la somma 
degli angoli acuti è minore di due retti. 
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V. Due triangoli che hanno un lato uguale ad un lato e due 
angoli non adiacenti al primo lato uguale a due angoli non adia- 
centi al secondo sono uguali ; perchè essendo, pel corollario II , 
il terzo angolo del primo triangolo uguale al terzo del secondo , 
i due triangoli vengono ad avere un lato uguale ad un lato e i 
due angoli adiacenti al primo lato rispettivamente uguali ai due 
angoli adiacenti al secondo; il che è il caso della proposizione VII; 
dunque questi triangoli sono uguali. 

VI. Due triangoli rettangoli che hanno un lato uguale ed un 
angolo acuto uguale sono uguali. 

VII. Quando un triangolo rettangolo o ottusangolo è isoscele i 
lati uguali non possono essere che quelli che comprendono I' an- 
golo retto , o P angolo ottuso. In un triangolo rettangolo isoscele 
ciascun angolo acuto ò la metà di un retto , o , come dicesi , un 
semiretto; in un triangolo ottusangolo isoscele , ciascun angolo 
acuto è minore di un semiretto. 

Vili. In un triangolo equilatero, il quale per conseguenza, co- 
me si è veduto , è pure equiangolo , ciascun angolo è la terza 
parte di due angoli retti , eh’ è quanto dire due terzi di un retto. 
Esprimendo dunque con 1 I’ angolo retto, l’angolo del triangolo 

-, . 2 
equilatero sarà espresso da = 

PKOPOSIZIONK XXVI — TEOREMA. 



La somma degli angoli interni di un poligono è uguale a tante 
volte due angoli retti , quante unità som» nel numero de’ suoi 
lati meno due. 

Sia ABCDEFG (fig. 41) un poligono qualunque; se dal vertice di 
uno stesso angolo A si conducano ai vertici di tutti gli angoli op- 
posti le diagonali AC, AD, AE, AF , è facile di vedere che il po- 
ligono sarà diviso in tanti triangoli , quanti sono i suoi lati meno 
due ; perchè questi triangoli possono essere considerati come 
aventi per vertice comune il punto A e per basi i differenti lati 
del poligono , eccetto i due che formano I’ angolo A. Ora si vede 



Digitized by Google 




PARTE 1 — LIBRO I 



41 



cbe la somma degli angoli di tatti questi triangoli è la stessa che 
la somma degli angoli del poligono; dunque la somma degli an- 
goli di questo poligono è uguale a tante volte due angoli retti 
quanti triangoli vi sono, cioè quante unità sono nel numero dei lati 
meno due -, come si voleva dimostrare. 

Dunque la somma degli angoli interni ec. 

Corollario 1. Dunque la somma degli angoli di un quadrilatero 
è uguale a 2 angoli retti moltiplicati per 4 — 2, cioè a quattro 
angoli retti. Dunque se tutti gli angoli di un quadrilatero sono 
uguali , ciascun d’ essi sarà un angolo retto ; il che si era già as- 
serito nelle definizioni , parlando del rettangolo. 

II. La somma degli angoli di un pentagono è uguale a 2 an- 
goli retti moltiplicati per 5 — 2, cioè a G angoli retti. Dunque se 
il pentagono è equiangolo ciascun angolo è la quinta parte di sei 

5 

angoli retti; eh’ è quanto dire — di un retto. 



III. La somma degli angoli di un esagono è uguale a 2 retti 
moltiplicato per 6 — 2, cioè ad 8 retti. Dunque l’angolo del- 

• g 

1’ esagono equiangolo, è la sesta parte di 8 retti , cioè gli -, owe- 

6 

4 

vero i - di un retto . 



E nello stesso modo si può valutare l’angolo di ogni altro po- 
ligono equiangolo. 

IV. È facile di vedere che se n è il numero dei lati di un poli- 
gono , n — 3 sarà il numero delle diagonali che si ponno menare 
da uno stesso vertice. Infatti nel poligono ABCDE FG , la diago- 
nale AC separando da questo poligono il triangolo ABC, fa rima- 
nere il poligono ACDE FG che ha un lato di meno. Menando an- 
cora in questo poligono la diagonale AD , si ha l’ altro ADEFG di 
un lato di meno ; e cosi appresso. Giunti che si sarà al quadrila- 
tero AEFG, la sola diagonale AF lo divide in due triangoli AEF , 
AGF. Cosi dunque, avendosi prima tante diagonali quanti trian- 
goli e lati si sopprimevano, e in ultimo giunti al quadrilatero una 
sola diagonale dando due triangoli ; se ne deduce che se n è il 
numero de’ lati di un poligono n — 3 è il numero delle diagonali 
rhe si ponno tirare da un medesimo vertice ; come avevamo as- 
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gerito. E per questa ragione che nel triangolo non vi sono dia- 
gonali. 

.Sciolto I. È facile di osservare che in un poligono qualunque 
prolungando ciascun lato dallo stesso verso, la somma degli an- 
goli esterni è sempre uguale a quattro angoli retti. 

II . Se si volesse applicare questa proposizione ad un poligono 
nel quale fosse uno o più angoli rientranti ( fig. 42) bisognerebbe 
considerare ciascun angolo rientrante come maggiore di due an- 
goli retti. Ha noi , a fine di tor via ogn’ imbarazzo . non conside- 
reremo c qui c in progresso se non i poligoni ad angoli rientranti, 
i quali ponuo anche dirsi poligoni conventi. Ogni poligono con- 
vesso è tale che una linea retta , menala come si voglia , non 
può incontrare il perimetro di questo poligono che in due punti. 

III. Si noti che l’ angolo di un poligono equiangolo cresce a 
misura che cresce il numero de’ lati del poligono. 



PROPOSIZIONE XXVII — TEOREMA. 



Due triangoli sono ugnali, quando hanno due lati rispettiva- 
mente ugtudi a due lati , e un angolo opposto ad «no de' due 
primi lati uguale all' angolo opposto al lato uguale de’ due se- 
condi. Nel caso che gli angoli uguali siano acuti richiedesi 
anche che gli angoli adiacenti degli angoli uguali sui lati che 
non si stippongono uguali siano della medesima specie, cioè en- 
trambi retti, o ottusi, o acuti. 



I.o Suppongasi prima che gli angoli uguali siano retti (fig. 33). 
Io dico che due triangoli rettangoli ABC, DEE i quali hanno l’ipo- 
tenusà AC uguale all’ ipotenusa DF , ed un cateto AB uguale ad 
un cateto DE , sono uguali. 

Per provar ciò basta dimostrare che 1' altro cateto BC è uguale 
all’altro EF, perchè allora i duo triangoli, avendo i loro tre lati 
rispettivamente uguali , saranno uguali (prop. 12.). Ora se mi 
si nieghi che BC ed EF sono uguali , siano essi disuguali e sia , 
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BC>EF. Sopra BC a partire dal punto B ai prenda la parte 
BG = EF ; i due triangoli ABC, DEE, avendo un angolo uguale 
ad un angolo e i due lati che comprendono il primo rispettiva- 
mente uguali ai due che comprendono il secondo , cioè ABG = 
DEF , AB = DE , per ipotesi , e BG = EF per costruzione , sono 
uguali, e quindi il terzo lato AG è uguale al terzo DF (prop. C); 
ma per ipotesi AC = DF , dunque anche l’obbliqua AG è uguale 
all’ obbliqua AC eh’ 6 più lontana dalla perpendicolare AB, il che 
è assurdo. Dunque i due lati BC,EF non possono essere disuguali; 
epperò i due triangoli ABC, DEF sono uguali. 

2. ° Siano ora i due triangoli ABC , EFG ( (ig. I IO ) i quali ab- 
biano l’angolo ottuso ABC uguale all’ angolo ottuso EFG , il lato 
AC =EG che sono opposti agli angoli uguali, e il lato AB = EF , 
dico essere il triangolo ABC uguale al triangolo EFG. 

Dal punto A si tiri AD perpendicolare a BC ; è chiaro che que- 
sta perpendicolare cadrà nel prolungamento di BC, cioè fuori del 
triangolo ABC; perchè se cadesse dentro vi sarebbero in un trian- 
golo un angolo retto e un angolo ottuso, il che è impossibile 
(prop. 24, cor. 3) similmente dal punto E si tiri EH perpendicola- 
re ad FG. Sendo , per ipotesi , 1’ angolo ABC = EFG , sarà pure 
ABD = EFH; ma AB=EF per supposizione; dunque i due trian- 
goli rettangoli ABD,EHF hanno un lato uguale ed un angolo acuto 
uguale, epperò sono uguali (prop. 24, cor. 6); e quindi AD = EH 
cDB= HF. Ora i due triangoli rettangoli ADC,EHG hanno l’ipo- 
tenusa AC = EG, per ipotesi , il cateto AD= EH , per quello che 
si è dimostrato; essi dunque sono uguali , epperò DC = IIG ; ma 
si è dimostrato DB = HF ; dunque l’ altra parte BC = FG ; dun- 
que i due triangoli ABC , EFG hanno i loro tre lati rispettiva- 
mente uguali ; epperò sono uguali , come si voleva dimostrare. 

3. ° In ultimo siano i due triangoli ABC, EFG, (fig. Il I) i quali 
abbiano l''angolo acuto B uguale all’ angolo acuto F, il lato AC= 
EG che sono opposti a questi angoli, ed il lato AB=EF ; di più gli 
angoli C c G adiacenti dei due uguali B ed F sui lati BC , FG che 
non si suppongono uguali , della medesima specie , per esempio , 
entrambi acuti ; dico essere il triangolo ABC uguale al trian- 
golo EFG. 

Dai punti A ed E si abbassino su BC cd FG le perpendicolari 
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AD , EH ; è chiaro che queste perpendicolari dovranno cadere 
dentro i due triangoli. I due triangoli rettangoli ABD, EFH sono 
uguali, perchè hanno un angolo acuto uguale ed un lato uguale, 
cioè ABD = EFH ed AB=EF,per ipotesi ; dunque sarà pure 
AD =EII e BD=FH. Gli altri due triangoli rettangoli ADC,EHG 
hanno l’ipotenusa uguale cd un cateto uguale, cioè AC=EG, per 
ipotesi , ed AD = EH , per quello che si è dimostrato ; essi dun- 
que sono uguali , e quindi sarà DC — IIG ; ma si è dimostrato 
BD = Fn; dunque tutta BC è uguale a tutta FG epperò i due 
triangoli ABC , EFG avendo i loro tre lati rispettivamente uguali 
sono uguali; come facea d’ uopo provare. 

Dunque due triangoli tono uguali ec. 

. Scolio I. Nel terzo di questi tre casi vi è la restrizione che i due 
triangoli debbano essere della medesima specie; perchè essendo 
acuti gli angoli uguali , B , F potrebbe avvenire che i due C e G 
fossero l’ uno ottuso o retto e l’ altro acuto ; e in questo caso 
non cadendo le due perpendicolari AD , EU entrambe dentro i 
triangoli, la dimostrazione non potrebbe più aver luogo. Nei tre 
altri casi poi non vi è bisognata questa restrizione , perchè , es- 
sendo retti o acuti gli angoli uguali, i triangoli necessariamente 
dovevano essere della medesima specie , epperò le perpendicola- 
ri o cadevano entrambe fuori de’ triangoli, o erano lati de’ trian- 
goli , e cosi le due dimostrazioni han sempre luogo. 

II. In un triangolo sei cose sono da considerare , cioè tre an- 
goli e tre lati; ora si deduce da quanto si è detto sull’ eguaglian- 
za de’ triangoli che un triangolo è determinato quando sono date 
tre di queste cose , purché tra queste tre si trovi almeno un lato. 
In generale tre condizioni sono necessarie e sufficienti per deter- 
minare un triangolo; qui negli elementi si considerano le tre pri- 
mitive condizioni che riguardano i lati e gli angoli del triangolo ; 
ma date anche tre altre condizioni diverse, il triangolo resterebbe 
parimente determinato; come si può vedere nei problemi proposti 
alla fine della geometria piana. 

La ragione per la quale dati tre angoli, il triangolo non resta 
determinato, si è che il dare tre angoli non importa dare tre con- 
dizioni , ma due. Infatti dovendo essere la loro somma uguale a 
due retti , il terzo è una conseguenza degli altri due ; epperò si 
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vengono a dare due angoli ; cioè due condizioni , che non nono 
sufficienti . 

III. Essendo dunque nel triangolo 6 il numero degli elementi, 
cioè tre lati e tro angoli , 6 — 3 è il numero delle condizioni ne- 
cessarie e sufficienti per determinare un triangolo. Generalmente 
essendo n il numero de’lati di un poligono, e quindi 2n il numero 
de’ suoi elementi , 2n — 3 di questi elementi e generalmente 2n — 3 
condizioni sono necessarie e sufficienti per determinare questo poli- 
gono. Infatti suppongasi che vogliasi costruirei) poligono ABCDEFG 
( fìg. 41), dati tutti i suoi angoli e tutti i suoi lati. Si prenderà 
prima su di una retta indefinita una parte AB uguale ad un lato 
dato; indi ai punti A e B sulla retta AB si formeranno i due an- 
goli ABC,BAG uguali a quelli che si sanno dover essere adiacenti 
ad AB; si prenderanno poi le parti BC, AG date; e così di seguito. 
Dopo di avere determinali i lati AB , AG, GF, FE, ED, BC, l’ul- 
timo lato CD resta determinato al pari degli angoli BCD, CDE. O 
pure , tracciati i Iati AB , AG , GF , FE , BC, ed indi costruiti ai 
punti G ed E su BC ed EF gli angoli dati BCD, DEF , si vede che 
i due lati CD, DE e l’angolo CDE restano determinati. In ultimo, 
determinati i lati AB , AG, GF , FE , BC ; se si fa centro C ed in- 
tervallo il lato dato CD , centro E ed intervallo il lato dato ED , 
resteranno determinati i tre angoli BCD, CDE, DEF. Esistono dun- 
que tali relazioni tra i lati e gli angoli di un poligono che si pon- 
no determinare tre angoli qualunque , o un lato e due angoli o 
due angoli e un lato, allorché siano dati tutti i rimanenti lati ed 
angoli. Non è qui nella geometria elementare il luogo da potersi 
risolvere tali problemi; basterà solo il sapere che tali relazioni 
esistono '.Nei soli triangoli si potranuo risolvere questi problemi; 
e la ragione è che in un triangolo un lato dato e sempre adiacente 
a due angoli dati; un angolo dato è sempre o compreso fra i due 
lati dati , o opposto ad uno di essi; e i tre lati dati sono sempre 
consecutivi; il che non sempre avviene ne’ poligoni di più di tre 
lati. 



1 Noi rimandiamo i nostri lettori che avessero già entratura nella Trigo- 
nometria, agli eccellenti trattali di Poligonomrtria del Mascheroni o del Lhui- 
lier. 
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PROPOSIZIONE XXVIII — TEOREMA. 

Due angoli che hanno i loro lati rispettivamente paralleli 
e rivolti nello stesso senso , sono uguali fra loro. 



Siano i due angoli BAC , DEF ( Qg. 43 ) i quali abbiano il lato 
AB parallelo al lato DE , ed AC parallelo ad EF , e di più siano i 
due AB, ED diretti nello stesso senso , come pure i due AC, EF ; 
dico essere I’ angolo BAC = DEF. * 

Si prolunghi DE (ino a che incontri AC nel punto G, se già pu- 
re non l’ incontrasse prima. Essendo , per ipotesi , AB parallela a 
DE sarà l’angolo esterno DGC uguale all’interno ed opposto BAC; 
(prop. 21 , cor. I ) cd essendo AC parallela ad EF sarà parimente 
DGCr=GEF; dunque i due angoli BAC, DEF, uguali al terzo DGC 
sono uguali fra loro. 

Quindi è vero che due angoli che hanno ec. 

Scolio. Si pone in questa proposizione la restrizione che il lato 
EF sia diretto nel medesimo senso che AC cd ED nello stesso 
senso che AB ; e la ragione è che se prolungasi FE verso H, l’an- 
golo DEH avrebbe bensì i suoi lati paralleli a quelli dell’angolo 
BAC, ma non sarebbegli uguale. In tal caso, come è facilissimo di 
vedere, l’ angolo DEH e l’ angolo BAC farebbero insieme due an- 
goli retti. 



PROPOSIZIONE XXIX. — TEOREMA. 



In ogni parallelogrammo i lati e gli angoli opposti 
sono uguali fra loro. 

Sia il parallelogrammo ABCD, ( Gg. 44 ) eh’ è quanto dire sia 
AB parallela a I)C ed AD parallela BC; dico essere i lati opposti 
uguali, come pure gli angoli apposti uguali, cioè AB = DC, 
AD = BC, ABC = ADC , DAB = DCB. 

Si tiri la diagonale BD ; i due triangoli ADB,DBC hanno il lato 
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comune BD ; di più , a cagione delle parallele AD, BC , I’ angolo 
A DB = DBC . come alterni ( prop. 21 , cor. I ) ed a cagione delle 
parallele AB, CD l’angolo ABD = BDG ; dunque i due triangoli 
ADB, DBC sono uguali ( prop. 7 ) , e quindi il lato AB=DC, che 
sono opposti agli angoli uguali ADB, DBC , e parimente AD= - ' • 
BC, che sono opposti agli angoli uguali ABD,BDC. Dunque i lati 
opposti di un parallelogrammo sono uguali , come si voleva di- 
mostrare. 

Secondariamente , dall’ eguaglianza degli stessi triangoli si de- 
duco che 1’ angolo A è uguale all’ angolo C , che sono opposti allo 
stesso lato DB ; e che l’angolo ADC, eh’ è la somma de’ due ADB, 

BDC, è uguale all’angolo ABC , ch’è la somma de’ due DBC, ABD, 
rispettivamente uguali ai due primi. Dunque gli angoli opposti di 
un parallelogrammo sono uguali. 

Epperò in ogni parallelogrammo ec. 

Corollario. Dunque duo parallele AB, CD comprese Ira due al- 
tro parallele AD, BC sono uguali. 

Scolio. Si osservi che la diagonale divide il parallelogrammo in 
due parli uguali. 



PROPOSIZIONE XXX. — TEOREMA - 

Reciprocamente se in un quadrilatero gli angoli opposti o i lati 
opposti siano uguali , questo quadrilatero sarà un parallelo- 
grammo. 



l.°Nel quadrilatero ABCD ( lig. 44 ) siano gli angoli opposti 
uguali , cioè ADC = ABC , e DAB = DCB ; dico che il quadrilate- 
ro ABCD è un parallelogrammo. 

Imperocché se nieghisi che le duo DC, CB sieno rispettivamente 
parallele alle due AB, AD, siano DO, OB queste parallele. Essendo 
cosi AQOD un parallelogrammo sarà, in virtù del teorema prece- 
dente, l’angolo ADO=ABO; ora ADO, come lutto è maggiore della 
parte ADC; ed essendo, per ipotesi ADC=ABC, sarà ADO>ABC; 
c sostituendo ad ADO il suo uguale ABO , sarà ABO>ABC; cioè 
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la parte maggiore del lutto ; ciò è assurdo ; dunque DC e GB so- 
no le rispettive parallele di AB ed AD; cioè il quadrilatero ABDO 
è un parallelogrammo. 

Se le rette si facessero incontrare nel punto M , in modo che 
T angolo DCB , sia compreso in DMB ; allora la dimostrazione si 
farebbe cosi. Dovendo essere DMB = DAB , e DCB = DAB , per 
ipotesi, sarebbe AMB = DCB ; il che come 6i è veduto nello scolio 
della proposizione XIX è impossibile. 

2° Siano ora i lati opposti uguali , cioè AB = DC AD = BC ; 
dico anche che il quadrilatero è un parallelogrammo. 

Perocché seDC e CB non sono rispettivamente parallele ad AB 
ed AD, siano DO, OB queste parallele. Esseudo ABOD un paral- 
lelogrammo, sarò DO = AB ed OB = AD ; ma si ha , per ipotesi, 
DC = AB e BC = AD; dunque sarà nel medesimo tempo AO = 
DC e BO=BC; il che, come si è veduto nello scolio 11 della pro- 
posizione XII, è impossibile; dunque DC e CB sono le rispettive 
parallele di AB , AD, c cosi il quadrilatero ABCD è un parallelo- 
grammo; come si voleva dimostrare. 

Se le rette si facessero incontrare nel punto M , allora sarebbe 
DM = DC e MB = CB , e quindi DM + MB = DC + CB il che , 
come si è veduto nella proposizione IX , è impossibile. 

Ma , non volendo far uso della riduzione all’assurdo , la dimo- 
strazione potrebbe anche procedere direttamente nel modo che 
segue. Si tiri la diagonale BD ; i due triangoli ABD , BDC sono 
uguali , perchè hanno i loro tre lati rispettivamente uguali , cioè 
DB di comune , DC = AB e AD = BC , per ipotesi ; dunque 1’ an- 
golo ADB =DBC, come opposti ai lati uguali AB, DC; ma questi 
sono alterni rispetto alle due AD , BC ; dunque queste due sono 
parallele ( prop. 20. ) ; per una simile ragione AB è parallela a 
DC ; dunque il quadrilatero ABCD è un parallelogrammo. 

Scolio. Dunque il rettangolo e il rombo, e quindi anche il qua- 
drato, sono tanti parallelogrammi , come avevamo già detto nelle 
definizioni, parlando di questi quadrilateri. 
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PROPOSIZIONE XXXI. — TEOREMA 

Se due lati opposti di un quadrilatero sono uguali e paralleli , 

gli altri due saranno eziandio uguali e paralleli , c così il 

quadrilatero sarà un parallelogrammo. 

Nel quadrilatero ABCD (Gg. 44) siano i due lati opposti AB,DC 
uguali e paralleli ; dico essere altresì uguali e paralleli , gli altri 
duo AD, BC. 

Sia tiratala diagonale BD; poiché AB é parallela a CD, gli an- 
goli alterni ABD,BDC sono uguali (prop.2i. cor. 1); d’altra parte 
il Iato AB =DC, il Iato DB è comune, dunque il triangolo ABD è 
uguale al triangolo DBC (prop.6), c quindi il lato AD=BC, l’an- 
golo ADB = DBC, e per conseguenza AD è parallela a BC ; dun- 
que il quadrilatero ABCD è un parallelogrammo. 

PROPOSIZIONE XXXII. — TEOREMA. 

Le due diagonali di un parallelogrammo si tagliano 
scambievolmente in due parti uguali. 

Sia un parallelogrammo qualunque ABCD (fig. 45.) , io dico 
che le sue due diagonali AC, DB si tagliano l’una l’altra per metà 
nel punto O. 

Paragonando infatti il triangolo ADO al triangolo COB , si trova 
il lato AD = CB, l’angolo ADO ss CBO , come alterni rispetto 
alle parallele AD, BC ; e per una simile ragiono l’ angolo DAO = 
OCB ; dunque questi due triangoli sono uguali (prop- 7); dunque 
il lato AO = OC, che sono opposti agli angoli uguali ADO, OBC ; 
e cosi pure DO— OB. 

Dunque te due diagonali di un parallelogrammo ec. 

Sbollo. Nella losanga le due diagonali oltre di tagliarsi scam- 
bievolmente per metà, si tagliano anche ad angoli retti ; perchè 
essendo DA = DC, i due triangoli ADO, DOC hanno i loro tre lati 
rispettivamente uguali, epperò sono uguali; e quindi l’angolo 
Elem. di Geom. 4 
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BOA = DOG , che si oppongono ai lati uguali ; dal che si vede 
che DB è perpendicolare ad AC. 

Dall’ uguaglianza di questi triangoli segue che nella losanga la 
diagonale divide gli angoli opposti per metà; perchè l’angolo 
ADO = ODC , che sono opposti ai lati uguali AO, OC, e cosi pure 
OBC = OBA. 

Nel rettangolo le due diagonali sono uguali fra loro, perchè es- 
sendo l’angolo DAB retto, al pari dell’angolo ABC, questi angoli 
sono uguali , e i due triangoli DAB , ABC , avendo un angolo 
uguale ad un angolo e i due lati che comprendono il primo rispet- 
tivamente uguali ai due che comprendono il secondo, sono ugua- 
li; epperò il terzo lato AC è uguale al terzo lato DB. 

In ultimo nel quadrato eh’ è rettangolo e losanga insieme , le 
due diagonali sono uguali e si tagliano ad angoli retti. 

PROPOSIZIONE XXXIII. — TEOREMA. 

Reciprocamente se in un quadrilatero le due diagonali si taglia, 
no scambievolmente per metà, questo quadrilatero sarà un pa- 
rallelogrammo. 

Nel quadrilatero ABCD (fig. 45.) le due diagonali AC, DB si ta- 
glino scambievolmente in due parti uguali nel punto O; dicoche 
questo quadrilatero è un parallelogrammo. 

Infatti i due triangoli AOD, BOC, avendo l’angolo AOD=BOC, 
come opposti al vertice , il lato DO = OB e il lato AO = OC , per 
ipotesi, sono uguali; dunque il terzo lato AD è aguale al terzo 
lato AC ; cosi pure si dimostra AB = DC ; dunque il quadrilatero 
ABCD , avendo i lati opposti uguali , è un parallelogrammo 
(prop. 50) , come si voleva dimostrare. 

Scolio. Anche le inverse delle proposizioni di cui è parola nello 
scolio del teorema precedente sono vere. 

Se in un parallelogrammo le due diagonali si tagliano ad an- 
goli retti , questo parallelogrammo sarà una losanga ; perchè es- 
sendo l’ angolo AOD = DOC, come retti, i due triangoli AODJ>OC 
avendo un angolo uguale ad un angolo e i due lati che compren- 
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dono il primo rispettivamente uguali ai dne Iati che comprendo- 
no il secondo, sono uguali; epperò il terzo lato AD è uguale al 
terzo lato DC. 

Se in un parallelogrammo le due diagonali sono uguali, que- 
sto parallelogrammo è un rettangolo; perchè allora i due triangoli 
ADB,ABC sono uguali perchè hanno i loro tre lati rispettivamente 
uguali; dunque l’angolo DAB = ABC come opposti ai lati uguali 
DB, AC; ma la loro somma dev’essere uguale a due retti; dunque 
ciascuno di essi è retto. 

Se in uh parallelogrammo le due diagonali sono uguali e si ta- 
gliano ad angoli retti , questo parallelogrammo è un quadrato ; 
perchè, secondo quello che si è dimostrato, dev’ essere rettangolo 
e losanga insieme. 




t 
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LIBRO II 

DEL CERCHIO E DELLA MISURA DEGLI ANGOLI. 



DEFINIZIONI 

I. Il cerchio (fig. 46) è una figura piana terminata da una sola 
linea curva; della quale linea curva , che si addimanda circonfe- 
renza , lutti i punti sono ugualmente distanti da un punto inter- 
no che si chiama centro. Questa deGnizione del cerchio è geneti- 
ca , cioè ce ne mostra la generazione. Il cerchio è generalo da 
una linea retta la quale rota su di un piano attorno un suo estre- 
mo Gsso ; questo estremo Gsso è il centro, e l’ altro estremo ge- 
nera la circonferenza. 

Bisogna perciò guardarsi di confondere il cerchio con la cir- 
conferenza; perchè il cerchio è una superficie, laddove la circon- 
ferenza è una linea. 

II. Ogni linea retta che congiunge il centro di un cerchio con 
un punto della sua circonferenza dicesi raggio o semidiametro , 
perchè metà del diametro; il qual diametro è una retta che passa 
pel centro ed è terminata alla circonferenza; eh’ è quanto dire è 
quella retta che formano due raggi che stiano per dritto. 

Dalla definizione stessa del cerchio , la qual è che ogni punto 
della circonferenza è ugualmente distante dal centro , segue che 
tutti i raggi del medesimo cerchio , i quali appunto costituiscono 
queste diverse distanze, sono uguali. Quindi anchfe i diametri , 
come doppi de’ raggi , sono uguali. 

IU. Egli è evidente che due cerchi sono uguali quando sono 
descritti con raggi uguali. 



Digìtized by Google 




PARTE I — LIBRO li 



53 



IV. Si chiama areo ( fig. 46 ) una porzione di circonferenza. 
Quella retta che unisce le due estremità dell’arco dicesi corda ; e 
si suol dire che la corda sottende l’arco. È poi evidente che la cor* 
da sta tutta dentro del cerchio '. 

Dopo ciò si può dire che il diametro è quella corda che passa 
pel centro. 

V. Segmento (fig. 4G) ò la porzione di cerchio compresa tra l’ar- 
co e la corda. Onde si vede che il segmento è una figura piana 
mistilinea. 

Ad una stessa corda corrispondono due archi , e per conse- 
guenza due segmenti ; ma s’ intende sempre parlaro del minore , 
eccetto in alcun caso in cui si esprime il contrario. 

VI. Settore ( fig. 16 ) è la porzione di cerchio compreso tra un 
arco e i due raggi condotti alle estremità di questo arco. Anche 
il settore è una figura piana mistilinea. 

VII. Si chiama linea retta iscritta nel cerchio quella che ha i 
suoi estremi alla circonferenza. 

Jngolo iscritto òun angolo che ha il vertice nella circonferenza, 
e i cui lati sono due corde. Jngolo al centro è quello che ha il 
vertice al centro. 

Un poligono si dice iscritto in u» cerchio (fig. 68) quando i ver- 
tici di lutti i suoi angoli sono nella circonferenza; ovvero quando 
.tutti i suoi angoli sono iscritti nel cerchio. Si dice allora che il 
cerchio è circoscritto al poligono. 

Vili. Segante è ogni linea retta che incontra la circonferenza in 
due punti. 

IX. Tangente è ogni linea retta che ha un sol punto di comune 
con la circonferenza. 

Parimente duo circonferenze si dicono tangenti quando non han- 
no che un sol punto di comune, sono poi tangenti o esternamente 
o internamente , secondo che sono I’ una fuori dell’ altra , o l’ una 
dentro dell’ altra. 

Il punto di comune tra la retta e la circonferenza, o tra le due 
circonferenze, si chiama punto di contatto. 



1 Euclide nel suo terzo libro dimostra questa proposizione ; ma ella, come si 
vede, è troppo chiara perchè non abbisogni punto di dimostrazione. 
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X. Un poligono ci dice circoscritto a un cerchio ( Gg. 160) al- 
lorché tutti i suoi lati sono tangenti della circonferenza; e allora 
il cerchio si dice ùcritto nel poligono. 

PROPOSIZIONE PRIMA. — TEOREMA. 

Il diametro divide il cerchio e la sua circonferenza 
in due parti uguali. 

Sia il cerchio AFB (Gg. 49); io dico che il suo diametro AB di- 
vìde questo cerchio in due segmenti uguali AFB,AEB, e la sua cir- 
conferenza in due archi uguali AFB, AEB. 

Applicando infatti la Ggura AFB sulla Ggura AEB, conservando 
la base comune AB, bisognerà che l’ arco AEB cada sull’arco AFB , 
altrimenti vi sarebbero nell’uno o nell’altro di questi due archi al- 
cuni punti disugualmente distanti dal centro, il che è contrario alla 
de&nizione del cerchio. Adunque combaciando tanto i due seg- 
menti che i due archi , sono uguali ; epperò il diametro divide il 
cerchio e la sua circonferenza io due parti uguali; come bisogna- 
va dimostrare. 

Scolio. Ciascuno de’ due segmenti uguali si chiama semicerchio, 
e ciascuno de’ due archi uguali semicirconferenza. 

Si vede da ciò che dividendo in due parti uguali la circonfe- - 
renza di un cerchio , e congiungendo i due punti di sezione , la 
corda passa pel centro. 

PROPOSIZIONE IL— TEOREMA. 

In un cerchio ogni corda è minore del diametro. 

Nel cerchio AFB (Gg. 49) sia una corda qualunque AD ; io dico 
eh’ essa è minore del diametro. 

Dal punto A si tiri il diametro AB, e sì meni il raggio CD ; nel 
triangolo ACD si ha AD < AC + CD ; ma la somma dei due rag- 
gi AC, CD è uguale al diametro AB, ch’è doppio del raggio; dun- 
que AD < AB. Dunque in un cerchio ogni corda è minore del dia- 
metro , come bisognava dimostrare. 
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Corollario . Dunque la massima linea retta che si possa iscrive- 
re in un cerchio è uguale al suo diametro. 

PROPOSIZIONE III. — TEOREMA. 

Una linea retta non può incontrare ma circonferenza 
in più di due punti. 

Perocché se la incontrasse in tre punti , questi tre punti sareb- 
bero ugualmente distanti dal centro ; vi sarebbero dunque cosi 
tre linee rette uguali condotte su di una medesima linea retta da 
un medesimo punto fuori di essa; il che è impossibile ( prop. 17, 
lib. 1.) Dunque una linea retta non può incontrare una circonfe- 
renza in più di due punti. 

PROPOSIZIONE IV.— TEOREMA. 

In un medesimo cerchio o in cerchi uguali gli archi uguali sono 

sottesi da corde uguali, e reciprocamente le corde uguali sot- 
tendono archi uguali. 

Nei due cerchi uguali ADB, EGF (fig. 50) sia l’arco AMD uguale 
all’arco ANG ; dico che le corde AD ed EG che sottendono questi 
archi sono uguali fra loro. 

Si tirino i due diametri AB, EF; essendo questi uguali, si potrà 
sovrapporre esattamente il semicerchio AMDB sul semicerchio 
ENGF; e cosi la semicirconferenza AMDB coinciderà intieramente 
colla semicirconferenza ENGF. Ma la porzione AMD si suppone 
uguale alla porzione ENG; dunque il punto D cadrà sul punto G ; 
e cosi la corda AD combaciando con l’ altra EG , le è uguale ; co- 
me si voleva dimostrare. 

Reciprocamente , supponendo sempre uguali i due cerchi , es- 
sendo uguali le due corde AD,EG,io dico che gli archi AMD, ENG 
sottesi da queste corde sono uguali. 

Infatti , tirando i raggi CD , OG , i due triangoli ACD , EOG 
avranno i loro tre lati rispettivamente uguali , cioè AC = EO , 
CD = OG,come raggi di cerchi uguali, ed AD = EG,per ipotesi; 
dunque questi triangoli sono ugnali (12, 1) ; quindi l’angolo ACD 
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= EOG. Ha sovrapponendo il semicerchio ADB sul suo uguale 
EGF , poiché l’angolo ACD = EOG, è chiaro che il raggio CD ca- 
drà sul raggio OG, e il punto D sul punto G; dunque l'arco AMD 
è uguale all’ arco ENG. 

Dunque in un medesimo cerchio o in cerchi uguali cc. 

Scolio. È chiaro da questa proposizione che so in una stessa cir- 
conferenza o in due uguali circonferenze si prendano due archi 
qualunque e si sovrappongano 1’ uno sull’altro, il minore comba- 
cerà esattamente con una ugual parte del maggiore ; ciò avviene 
per la uniformità della curvatura della circonferenza. E evidente 
che anche della linea retta avviene lo stesso, cioè posto due linee 
rette qualunque 1’ una sull’ altra , la minoro coincide perfetta- 
mente con una ugual parte della maggiore; e ciò pure dipende 
dalla uniformità della posizione di ciascun punto dalla linea ret- 
ta , cioè dal carattere geometrico fissato da noi innanzi , quando 
abbiamo detto che la linea retta è tale che se due de’ suoi punti 
siano ciascuno ugualmente distante da duo punti che stiano fuori 
di questa retta , ogni altro punto della linea retta è pure ugual- 
mente distante da quei due punti. Questo due lince, la retta e la 
circonferenza , sono le sole che godono della proprietà , ondo ab- 
biam fatto menzione ; ogni altra linea curva è tale che una sua 
porzione qualunque non dee combaciare necessariamente con un’ 
altra porziono. La Geometria elementare si occupa solamente della 
linea retta o della circonferenza , appunto per la facilità onde si 
dimostrano le proprietà loro; facilità che procede unicamente dal- 
l’ essere ciascuna di queste due linee uniforme da ogni parte. 

PROPOSIZIONE V. - TEOREMA. 

Nel medesimo cerchio o in cerchi uguali di due corde la mag- 
giore è quella che sottende un arco maggiore, e reciproca- 
mente di due archi il maggiore è quello che è sotteso da una 
corda maggiore , quando gli archi di cui si tratta siano mi- 
nori della semicirconferctiza ; nel caso che questi archi siano 
maggiori della semicirconferctiza , avviene il contrario. 

Sia nel medesimo cerchio ADB ( fig. 50 ) l’ arco AMD mag- 
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giore di AMD ; io dico che la corda AH è maggiore della cor- 
da AD. 

Si sovrappongano gli archi I’ uno sali' altro , in modo che ab- 
biano la medesima estremità A; e si tirino i raggi CA, CD, CH. I 
due Iati AC, CH del triangolo ACH sono uguali ai due lati AC, CD 
del triangolo ACD , perchò son tutti raggi ; 1’ angolo ACH ò mag- 
gioro dell’angolo ACD ; dunque il terzo lato AII 6 maggiore del 
terzo lato AD (10, 1). Dunque nel medesimo cerchio o in cerchi 
uguali di due corde la maggiore 6 quella che sottende un arco 
maggiore. 

Reciprocamente, supponendo la corda AH maggiore della corda 
AD , i due triangoli ACH, ACD hanno i due lati AC , Cn uguali ai 
due lati AC , CD e il terzo lato AH maggiore del terzo lato AD ; 
dunque 1’ angolo ACH è maggiore dell’angolo ACD (11,1); ma 
questi angoli hanno il lato AC di comune; dunque il lato CD sta 
dentro dell’angolo ACH; cioè il punto D si trova sull’ arco AH; 
dunque l’arco AD ò minore dell’ arco AII, di cui è parte. Epperò 
nel medesimo cerchio o in cerchi uguali di duo archi il maggiore 
è quello eh’ è sotteso da una corda maggioro ; come si voleva di- 
mostrare. 

Qui gli archi sonosi supposti minori entrambi della semicircon- 
ferenza ; Io stesso avverrebbe se uno no fosse maggiore , 1’ altro 
minore , fino a tanto però, che quella parte onde il maggiore dif- 
ferisce dalla circonferenza sia maggiore dell’ altro ; cosi l’ arco 
AKH maggiore della semicirconferenza ò maggiore dell’altro AMD 
minore della semicirconferenza, e la corda AH è maggiore della 
corda AD; ciò avviene perebò l’arco AMU, onde AKH differisce 
dalla circonferenza ò maggiore di AMD; al contrario poi l’arco AKD 
maggiore della semicirconferenza ò maggiore dell’ arco AMU mi- 
nore della semicirconferenza e intanto la corda AD ò minore di 
AH ; ciò avviene perchò l’ arco AMD , onde AKD differisce dalla 
circonferenza ò minore dell’ altro AMU. 

Se poi i due archi fossero entrambi maggiori della semicircon- 
ferenza, allora sarebbe sempre l’arco maggiore sotteso dalla corda 
minore, come si vede paragonando i due archi AKD, AKH. 
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PROPOSIZIONE VI. — TEOREMA. 

Il raggio perpendicolare ad um corda divide questa corda 
in due parti uguali, come pure l’arco sotteso. 

Sia una corda qualunque AB ( flg. 51 ) in un cerchio AHB ; io 
dico che il raggio CG perpendicolare a questa corda divide per 
metà tanto la corda AB. quanto l’arco sotteso AGB, cioè dico che 
la retta AD = DB e l’ arco AG = GB. 

Si tirino i raggi AC,CB; questi raggi sono due obblique ugnali 
rispetto alia perpendicolare CD; esse dunque si allontanano ugual- 
mente da questa perpendicolare (17, 1); quindi AD = DB. 

In secondo luogo, essendosi dimostrato AD = DB, CG ò la per- 
pendicolare ad AB elevata dal suo punto di mezzo D; dunque cia- 
scun punto di questa perpendicolare sarà ugualmente distante 
dalle due estremità A e B ( 18, 1 ) ; dunque la distanza AG= GB. 
Ma se la corda AG è uguale alla corda GB, l’ arco AC sarà uguale 
all’arco GB (prop. 4); dunque il raggio CG perpendicolare alla 
corda AB divide l’ arco sotteso da questa corda in due parli uguali 
nel punto G. 

Seolio. Adunque la retta CG adempie ad un’ ora a quattro con- 
dizioni, cioè passa pel centro C, pel punto D medio della corda AB, 
pel punto G medio dell' arco sotteso ed è perpendicolare alla cor- 
da AB . Ma due condizioni sono necessarie e sufficienti per deter- 
minare una linea retta; dunque, date due di queste quattro condi- 
zioni, le altre due dovranno avverarsi. Laonde si potranno stabi- 
lire le proposizioni seguenti: !.° Il raggio tirato al punto medio di 
un arco divide per metà la corda di questo arco e le è perpendico- 
lare; 2.° Il raggio che divide una corda per metà, le sarà pure per- 
pendicolare, e dividerà l’arco sotteso per metà ; 5.° La retta che con- 
giunge il punto di mezzo di un arco col punto di mezzo della sua 
corda, sarà perpendicolare a questa corda e prolungata passerà pel 
centro; 4.° La perpendicolare elevata dal punto medio di una corda, 
prolungata passerà pel punto di mezzo dell’ arco sotteso e pel cen- 
tro. 5.° La perpendicolare abbassata dal punto di mezzo di un arco 
sulla sua corda , passerà pel punto medio di questa corda e pel 
centro. 



Digitized by Google 



PARTE ! — LIBRO li 



59 

Ciascuna di queste cinque proposizioni potrebbe anche essere 
dimostrata indipendentemente dal teorema enunciato; ma noi non 
c’ intratterremo su queste dimostrazioni , sendo esse , ai pari del 
teorema principale che abbiamo dimostrato, di una grande fa- 
cilità. 



PROPOSIZIONE VII.— TEOREMA. 



Per tre punti dati non in linea retta si può sempre far passare 
una circonferenza , e non ve ne si può far passare che una 
sola. 

Siano A, B , C (fig. 52) i tre punti dati di posizione fra loro, e 
che non stiano in linea retta; dimostrerò prima che vi può passare 
una circonferenza , ed indi che non ve ne passa se non una sola. 

Si congiungano AB, BC e s’ immaginino dai punti D ed F medi 
di queste rette elevale ad esse le perpendicolari FG , DE ; essendo 
queste perpendicolari elevate su due rette AB , BC che s’ incon- 
trano dovranno incontrarsi in un punto O (cor. 3, 21, t). Ora que- 
sto punto O , appartenendo alla perpendicolare FG elevata dal 
punto di mezzo di AB è ugualmente distante dalle estremità A e 
B di questa retta (18,1.); dunque la distanza OB = OC. Pari- 
mente la distanza OB = OA , appartenendo il punto 0 anche alla 
perpendicolare DE; dunque le tre distanze OA,OB,OC sono uguali 
fra loro ; epperò è chiaro che la circonferenza descritta col cen- 
tro 0 e con una di queste tre rette per raggio passerà pei tre 
punti A, B, C. 

Vengo ora a dimostrare che una sola circonferenza passa per 
questi punti A, B , C. Se ciò mi si nieghi , supponiamo che pas- 
sasse per questi tre punti una seconda circonferenza ; essendo BC 
corda di questa nuova circonferenza , il centro, secondo la pro- 
posizione IV dello scolio del teorema antecedente , deve trovarsi 
sulla perpendicolare FG elevata dal punto F medio di questa cor- 
da. Per una simile ragione questo centro deve trovarsi sulla per- 
pendicolare DE ; ora queste due rette non ponno incontrarsi che 
in un sol punto 0; dunque questa seconda circonferenza dee ave* 
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re necessariamente l’istesso centro O e l’ istesso raggio 0B che la ' 
prima ; essa ne 6 dunque perfettamente la stessa. 

Dunque per tre punti dati non in linea retta ec. 

Corollario. Due circonferenze non possono incontrarsi in più di 
due punti; perchè se avessero tre punti di comune , esse forme- 
rebbero , come si è veduto , una sola e medesima circonferenza. 

Scolto. Dalla proposizione dimostrata si vede che tre punti dati 
non in linea retta sono necessari e sufficienti per determinare una 
circonferenza. In generale si vedrà che tre condizioni sono neces- 
sarie c sufficienti per determinare una circonferenza ; le tre con- 
dizioni più semplici, c che però si considerano prima, sono queste 
di tre punti dati di posizione fra loro e non in linea retta. 

PROPOSIZIONE Vili. — TEOREMA. 

Nel medesimo cerchio o in cerchi uguali le corde uguali sono 

ugualmente distanti dal centro ; e di due corde disuguali la 

minore è la più lontana dal centro. 

1. ° Sia nel medesimo cerchio ANB (Gg. 53); la corda AB = DE; 
dico che queste corde sono ugualmente distanti dal centro, cioè che 
le perpendicolari CF, CG abbassato dal centro su queste corde so- 
no uguali fra loro . 

I due triangoli rettangoli CAF, CDG hanno le ipotenuse CA,CD 
uguali, come raggi, il cateto AF uguale al cateto DG , come metà 
di cose uguali , cioè delle corde AB, DE ; dunque questi triangoli 
sono uguali ( 27, I ) ; epperò le distanze CF , CG sono uguali. 
Adunque nel medesimo cerchio o in cerchi uguali due corde 
uguali distano ugualmente dal centro. 

2. ° Sia ora la corda All maggiore della corda DF ; io dico che 
DE dista più dal centro che la maggiore Ali , cioè che la perpen- 
dicolare CG è maggiore della perpendicolare CI. 

Essendo, per ipotesi, la corda All maggiore di DE , sarà l’ arco 
AMI maggiore di DME (prop. 5); sull’arco ANO si prenda la parte 
ANB = DME , si tiri la corda AB , e si abbassi su di essa la per- 
pendicolare CF; sarà cosi la corda AB=DE, e quindi, per quello 
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che si è or ora dimostrato, la distanza CF=CG. Ora è chiaro che 
CF è maggiore di CO, e CO, come obbliqua è maggioro della per- 
pendicolare CI (17, t) ; dunque a più forte ragione CF > CI ; ma 
CF == CG ; dunque CG > CI. Imperò (nel medesimo cerchio , o in 
cerchi uguali , di due corde disuguali la minore è la più lontana 
dal centro , come bisognava dimostrare. 

Scolio I. Le proposizioni dimostrate includono manifestamente 
le reciproche: 1.° due corde ugualmente dittanti dal centro sono 
uguali ; 2.° di due corde disugualmente dittanti dal centro la più 
lontana è la minore. Del resto queste due proposizioni potrebbono 
anche dimostrarsi indipendentemente. 

II. Si vede chiaramente che un angolo iscritto potrebbe esser 
tale che il centro stesse tra i suoi Iati o fuori . Ora quando un an- 
golo iscritto sia formato da due corde uguali , il centro deve ne- 
cessariamente staro fra i suoi lati ; perchè queste corde essendo 
uguali debbono distare ugualmente dal centro, ed è facile vedere 
che un punto il quale ditta ugualmente dai lati di un angolo si 
trova sulla linea retta che divide quest'angolo per metà; e quindi 
fra i lati dell’angolo. 

Parimente si vede che un poligono iscritto potrebbe avere il 
centro nella sua superfìcie o fuori. 

Ora il centro non può trovarsi fuori di un poligono equilatero 
iscritto; perchè, secondo ciò che si è or ora veduto, esso dee tro- 
varsi tra i lati di ciascun angolo. 

PROPOSIZIONE IX. — TEOREMA. 

La perpendicolare condotta da un punto della circonferenza sul 
raggio che passa per questo punto è tangente alla circonferen- 
za , e reciprocamente la tangente a un punto qualunque della 
circonferenza è perpendicolare al raggio che passa per questo 
punto 

Infatti se BD ( fig. 54 ) è perpendicolare al raggio CA nel suo 
estremo A, ogni obbliqua CE è maggiore di CA (17,1); dunque il 
punto E è fuori del cerchio ; epperò la retta BD ha un sol punto 
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di comune con In circonferenza ; dunque , per la definizione IX , 
BI) è una tangente. 

Reciprocamente sia BD tangente alla circonferenza ; io dico 
che BD è perpendicolare al raggio CA, che passa pel ponto di 
contatto A. 

Infatti questa tangente BD non avendo di comune con la cir- 
conferenza che il solo punto A, ed essendo tutti gli altri punti più 
lontani dal centro che questo punto A , segue che il raggio CA è 
la retta più corta che possa condursi dal centro sulla tangente 
BD ; essa le è dunque perpendicolare (17,1); come bisognava 
dimostrare. 

Scolio. Da ciò 6 chiaro che da un punto A su di una circonfe- 
renza non si può tirare che una sola tangente a questa circonfe- 
renza ; perchè, come si è dimostrato, questa tangente deve essere 
perpendicolare al raggio CA ; ora dal punto A non si può tirare 
alla stessa retta AC che una sola perpendicolare; dunque una sa- 
ri pure la tangente BD. 

PROPOSIZIONE X. — TEOREMA. 

Due seganti parallele, o una tangente ed una segante parallele , 

o due tangenti parallele intercettano sur ma circonferenza due 

archi uguali. 

1. ° Siano le due seganti AB, DE (fig. 55) parallele; io dico che 
i due archi intercetti MN , QP sono fra loro uguali. 

Si tiri il raggio CH perpendicolare ad AB, esso sarà pure per- 
pendicolare alla sua parallela DE (21, 1); il punto H sarà dunque 
ad un’ ora il punto di mezzo dell’ arco MUP , e quello dell’ arco 
NHQ ( 6 ) ; si avrà dunque l’ arco MII == HP , e l’ arco NH=HQ ; 
e quindi sarà MH — NH = HP — HQ , cioè MN = PQ ; come bi- 
sognava dimostrare. 

2. ° Sia ora la tangente DE (fig. 56) parallela alla segante AB; 
dico che gli archi intercetti NM, IIP sono uguali. 

Infatti tirando al punto di contatto H il raggio CH, questo sarà 
perpendicolare alla tangente DE (9) , ed ancora alla sua parallela 
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AB. Bla per essere CH perpendicolare alla corda BIP, H è il ponto 
di mezzo dell’arco M1IP ; dunque gli archi MH , HP sono uguali 
fra loro 

3.o Finalmente sia la tangente DE parallela alla tangente IL ; 
dico pure che gli archi ILttK, HPK sono uguali, ed allora si vede 
che ciascuno di essi è una semicirconferenza. 

Dal punto di contatto H si tiri HC perpendicolare a DE; questa 
passerà pel centro (9 ); di più dovendo essere perpendicolare an- 
che alla parallela IK passerà pel punto di contatto K ; dunque la 
retta HK che unisce i due punti di contatto è un diametro; esso 
dunque divide la circonferenza in due parli uguali HMK , HNK; 
come si voleva dimostrare. 

PROPOSIZIONE XI. — TEOREMA. 

Se due circonferenze s inlerscgano la linea retta che passa pei 
loro centri e perpendicolare alla corda che congiunge i due 
punti d' intersezione e la divide per. metà. 

Infatti la retta AE (fig. 57) che congiunge i punti d’ intersezio- 
ne è visibilmente una corda comune ai due cerchi; dunque se per 
il punto di mezzo di questa corda si tiri ad essa la perpendicola- 
re, questa dovrà passare pei due centri C e D ( 6 ). Ma tra due 
ponti non passa che una sola linea retta ; dunque la linea retta 
che passa pei centri sarà perpendicolare alla corda nel suo punto 
di mezzo ; come bisognava dimostrare. 

Qui i due centri C e D stanno dall’ una parte e dall’altra della 
perpendicolare ; ma si vede facilissimamente che lo stesso avver- 
rebbe se i due centri stessero dalia medesima parte della corda , 
com’ é visibile nella fig. 58. 

PROPOSIZIONE XII.— TEOREMA. 

Se la distanza dei centri è minore della somma de' raggi , e se 
nel tempo stesso il raggio maggiore è minore della somma del 
raggio minore e della distanza dei centri, le due circonferenze 
s‘ inlersegheranno. 

Imperocché è chiaro che per esservi intersezione (fig. 57 e 58), 
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è mestieri che abbia luogo il triangolo CAD ; e in questo trian- 
golo si ha insieme CD < AC + AD e AD < AC -j- CD ; dunque 
perchè le due circonferenze s’ interseghino è necessario che la di- 
, stanza dei centri sia minore della somma dei raggi c che nel tem- 
po stesso il raggio maggiore sia minore della distanza dei centri e 
del raggio minore. Se non pure entrambe queste condizioni , ma 
una sola di esse mancasse, non vi sarebbe intersezione tra le due 
circonferenze, come si vedrà nella proposizione che segue. 



PROPOSIZIONE XIII. — TEOREMA. 



Due circonferenze clic passano per un medesimo punto della retta 
che congiunge i loro centri, saranno tangenti in questo punto, c 
si toccheranno o esteriormente o interiormente secondo che la 
distanza de’ centri i uguale alla somma de' raggi , o alla loro 
differenza, c reciprocamente se due circonferenze si toccano, i 
loro centri c il punto di contatto staranno in linea retta. 

1. * Sia la distanza dei centri CD (iig. 59) uguale alla somma 
dei raggi CA, DA; le due circonferenze hanno, per ipotesi, di co- 
mune il punto A ; io dico che non possono averne altro ; perchè 
se avessero duo punti di comune , dovrebbo essere , in virtù del 
teorema precedente, la distanza de’ centri minore della somma 
de’ raggi ; il che sarebbe contro l’ipotesi. È poi evidente che lo 
circonferenze si toccano esternamente. 

2. ° Sia ora la distanza de’ centri CD (fig. CO) uguale alla diffe- 
renza dei raggi DA, CA ; lo due circonferenze hanno, per suppo- 
sizione, di comune il punto A sulla distanza de’ loro centri; dico 
che non possono averne altro ; perchè so avessero due punti di 
comune bisognerebbe che il raggio maggiore fosse minore della 
somma del raggio minore c della distanza dei centri (12) ; il che 
per la nostra supposizione non ha luogo; dunque le due circonfe- 
renze sono tangenti nel punto A , c tangenti , come 6 manifesto, 
intcriormente. 

Reciprocamente se due circonferenze si toccano , il punto di 
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contatto o i due centri stanno in linea retta. Infatti è chiaro che 
nel caso che si toccassero esteriormente , so il punto di contatto 
non istesse sulla distanza de’ centri , sarebbe questa distanza mi- 
nore della somma de’ raggi , cpperò le circonferenze s’ interse- 
ghcrebbero, il che è contrario alla supposizione; nel caso che si 
toccassero interiormente, sarebbe il raggio maggiore minore della 
somma del raggio minore e della distanza de’ centri; dunque nel- 
I’ un caso e nell'altro i due centri e il punto di contatto stanno in 
linea retta. 

Scolio. Da ciò si vede che tutte le circonferenze, i cui centri 
siano allogali sulla stessa retta CD , e che passino pel medesimo 
punto A sono tangenti in questo punto lo une alle altro ; e se dal 
punto A si elevi AE perpendicolare a CD , questa AE è taugeule 
comune a tutte queste circonferenze. 

PROPOSIZIONE XIV.— TEOREMA. 



Nel medesimo cerchio o in cerchi uguali angoli al centro uguali 
intercettano sulla circonferenza archi uguali, e reciprocamente 
archi uguali sono intercettati da angoli al centro uguali. 

1. ° Siano gli angoli al centro ACB , DCE (Gg. 61) uguali , sia- 
no eziandio uguali i cerchi in cui essi sono; io dico che gli ar- 
chi AB , DE , che questi angoli intercettano sulle circonferenze , 
sono uguali. 

S’ immagini sovrapposto l’angolo ACB sul suo uguale DCE, in 
modo che il vertice C cada in C e il lato CA su CD, cosi CB cadrà 
su CE , ed essendosi supposti uguali i due cerchi, il punto A ca- 
drà in D e il punto B in E. È chiaro cosi che anche l’ arco AB do- 
vi à combaciare con 1’ arco DE ; perchè altrimenti vi sarebbero o 
nell’ uno o nell’altro punti disugualmente distanti dal centro; il 
che è impossibile, per essersi supposti uguali i due cerchi ; dun- 
que l’arco AB è uguale all’ arco DE. 

2. ” Reciprocamente, suppongasi l’arco AB uguale all’arco DE. 
essendo anche uguali i due cerchi ; io dico che l’angolo ACB sarà 
uguale all’angolo DCE. Perocché, se ciò mi si nieghi siano disu- 

Elem. di Croni. 5 
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guali questi due angoli, e sia ACB il maggiore; prendasi dall’an- 
golo ACB la parte ACI uguale al minore DCE ; sarà , per ciò clic 
si è ora dimostrato , Al= DE ; ma per ipotesi gli archi AB , DE 
sono uguali; dunque la parte AI sarebbe uguale al lutto AB;ch’è 
un assurdo; dunque gli angoli ACB, DCE sono uguali. 

Scolto. Dunque due diametri perpendicolari AC, BD (Gg. 157) 
dividono la circonferenza in quattro parli uguali. Perchè, essen- 
do uguali gli angoli AOB, BOC, COD, DOA, come retti , sono an- 
che uguali gli archi AB , BC , CD AD , eli’ essi intercettano. Alla 
quarta parte della circonferenza si suol dare il nome di qua- 
drante. 



PROPOSIZIONE XV. —TEOREMA. 

Nel medesimo cerchio o in cerchi uguali gli angoli al centro stan- 
no fra loro nello stesso rapporto che gli archi eh' essi intercet- 
tano sulle circonferenze , e reciprocamente gli archi come gli 
angoli. 

1.° Supponiamo da prima che gli angoli siano commensurabili. 
Per esempio, i due angoli ACB, DCE (fig. 62) al centro, in cer- 
chi uguali , stiano come 7 a 1; dicoche alimi gli archi AB , DE 
stanno fra loro come 7 a 4. 

In fatti se gli angoli ACB, DCE stanno fra loro come 7 a 4 , un 
terzo angolo , che servirà loro di comune misura, sarà contenuto 
7 volle esattamente in ACB , c 4 in DCE. Essendo cosi gli angoli 
parziali ACm, mCn, nCp ve., DCx, xCy, ec., uguali gli archi par- 
ziali Am, mn, tip, Dx, xtj re., saranno medesimamente uguali, in 
virtù del teorema precedente; dunque i due archi AB , DE , con- 
tenenti il primo 7 , il secondo 4 di questi archi parziali, stanno 
fra loro come 7 a 4. 

Reciprocamente, suppongasi che gli archi AB, DE, essendo 
sempre uguali i due cerchi , stiano corno 7 a 4, cioè che un terzo 
arco Am, sia contenuto 7 volle nel primo e 4 nel secondo ; essen- 
do cosi uguali gli archi parziali Am, mn ec., Vx, xy, ec., secondo 
la proposizione precedente , saranno anche uguali gli angoli par- 
ziali ACm, mCn, ec., DC*, xCy, ec , e de’ due angoli ACB, DCE il 
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primo conterrà 7, il secondo 4 di questi angoli parziali ; cioè que- 
sti due angoli staranno fra loro come 7 a 4. 

Ora è chiaro che il ragionamento sarebbe precisamente lo stes- 
so, se in luogo de’due numeri 7 e 4, si avessero altri numeri qua- 
lunque ; resta dunque dimostralo che nel medesimo cerchio o in 
cerchi uguali se gli angoli al centro sono commensurabili , eh’ è 
quanto dire stanno fra loro come due numeri interi, gli archi che 
essi intercettano sulle circonferenze stanno medesimamente fra 
loro come questi due numeri interi, e reciprocamente. 

2." Passiamo ora al caso in cui i due angoli ACB ( fig. 63 ), ACD 
siano incommensurabili ; dico che sarà pure 

angolo ACB : ACD : : arco AB : AD. 

Per comodo della dimostrazione , se gli angoli sono in due cer- 
chi uguali , si riducano entrambi nello stesso cerchio, col pren- 
dere dal maggiore ACB la parte ACD uguale al minore. 

Ora se si nieghi che sia vera la proporzione enunciata , rima- 
nendo gli stessi i tre primi termini, il quarto, arco AD, dovrà es- 
sere o maggiore o -minore , supponiamo che sia arco AO > AD ; 
si avrà 



angolo ACB : ACD : : arco AB : AO. 

S'immagini ora diviso l’arco AB in un tal numero di parti u- 
guali , che ciascuna parte sia minore dell’ arco DO , vi sarà cosi 
almeno un punto 1 di divisione tra i punti D ed O ; congiungasi 
CI; gli archi AB, AI staranno fra loro come due numeri interi , 
epperò , pel caso antecedente , si avrà la proporzione : 

angolo ACB : ACI : : arco AB : AI. 

Paragonando questa proporzione con la precedente , si vede 
eh’ esse hanno gli stessi antecedenti ; dunque i conseguenti sono 
proporzionali , e sarà 

angolo ACD : ACI :: arco AO : AI. 
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Ma l’arco AO si è preso maggiore dell’arco Al; bisognerebbe 
dunque , perchè la proporzione fosse vera , che l’angolo ACD fos- 
se medesimamente maggiore dell’angolo ACI ; ora per lo contra- 
rio n’ è minore ; dunque è impossibile ebe I’ angolo ACB stia al- 
l’angolo AGO come l’arco AB sta ad arco maggiore di AO. 

Si dimostrerebbe con un ragionamento intieramente simile che 
il quarto termine della proporzione non può essere minore di AD; 
dunque esso ò esattamente AD ; epperò è vera la proporzione 

angolo ACB : ACD : : arco AB : AD. 

La reciproca di questa proporzione è manifestamente inclusa in 
essa ; perchè se arco AB non islesse ad arco AD come angolo 
ACB ad angolo ACD, il quarto termine di questa proporzione do- 
vrebbe essere un angolo maggiore o minore di ACD; ma cosi sta- 
rebbe l’angolo ACB a questo nuovo angolo come l’arco AB all’ar- 
co AD minore o maggiore del nuovo angolo; ciò si è dimostrato 
impossibile ; dunque il quarto termine della proporzione è esat- 
tamente l’angolo ACD. 

Corollario. Poiché 1’ angolo al centro ba tal relazione con l’ar- 
co intercettato fra i suoi lati, che quando I' uno aumenta o dimi- 
nuisce in un certo rapporto, I’ altro aumenta o diminuisce nello 
stesso rapporto , si può bene stabilire l’una di queste grandezze 
per misura dell’ altra; cosi noi d’ora innanzi prenderemo l’arco AB 
per la misura dell’angolo ACB. Bisogna solamente osservare nel 
paragonare gli angoli fra loro , che gli archi i quali servono loro 
di misura debbono essere descritti con raggio uguali; perchè que- 
sta condizione si è veduta entrare nelle ipotesi di tulle le proposi- 
zioni antecedenti. 

Scolio I. Sembra in verità più naturale di misurare una quanti- 
tà per un’altra dello stesso genere, e su questo principio conver- 
rebbe riferire tutti gii angoli all’ angolo retto : cosi essendo 1’ an- 
golo retto l’unità di misura, un angolo acuto sarebbe espresso da 
un numero compreso Ira 0 ed I , e un angolo ottuso da un nu- 
mero tra I e 2. Ma questa maniera di esprimere gli angoli non 
sarebbe la più comoda nell’uso; e si è trovato molto più sempli- 
ce di misurarli per gli archi di conferenza uguali , a cagione della 
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facilità grande di fare archi uguali ad archi dati , e per molte al- 
tre ragioni, che qui non occorre di menzionare. Del resto , se la 
misura degli angoli per gli archi di cerchio è in certo modo indi- 
retta , non è però meno facile di ottenere per mezzo di questi ar- 
chi la misura diretta ed assoluta ; perocché se paragonasi l'arco 
che serve di misura ad un angolo con la quarta parte della cir- 
conferenza , si avrà cosi il rapporto dell’angolo dato all'angolo 
retto, cioè la misura assoluta di esso angolo dato. 

Ora per misurare gli archi ed esprimere cosi in numeri il loro 
rapporto si divide il quadrante in 90 parli uguali che si chiama- 
no gradi ; cosi tutta la circonferenza è divisa in 360 gradi ; cia- 
scun grado si è diviso in 60 minuti , ciascun minuto in CO secondi ; 
cosi quando un arco che misura un dato angolo sia, per esempio, 
di 38 gradi , 27 minuti e H secondi , che si scrive cosi : 38° 27' li", 
si dice anche che l’angolo 6 di 38 1 27' V'; e in questa guisa si vie- 
ne a conoscere la grandezza assoluta di esso angolo; perchè come 
38° 27' li' 1 sta a 90* cosi questo angolo sta all’ angolo retto. 

Ma si suole anche dividere il quadrante in 100 gradi , il grado 
in 100 minuti ed il minuto in 100 secondi. Questa divisione è più 
regolare e conforme al sistema metrico decimale; ma pure il lun- 
go uso che si è fatto della prima e la quantità grande de’ libri in 
cui i calcoli trovansi eseguili secondo di questa divisione, han 
fatto si ch’ella non siasi intieramente abolita , anzi si trovi più 
generalmente usata che la seconda. 

Tutto ciò che è stato dimostrato nelle due proposizioni prece- 
denti per il paragone degli angoli cogli archi , ha medesimamen- 
te luogo per il paragone dei settori cogli archi ; perchè i settori so - 
no uguali quando i loro angoli sono uguali , e generalmente essi 
sono proporzionali a questi angoli; dunque due settori AVB, ACD 
presi nel medesimo cerchio o in cerchi uguali stanno fra loro come 
gli archi IB, AD. basi di questi stessi settori. 

Da ciò si vede che gli archi di cerchio che servono di misura 
agli angoli possono anche servire di misura ai differenti settori del 
medesimo cerchio o di cerchi uguali. 

II. Si noti che per dimostrare che qualunque sia il rapporto 
degli angoli al centro nel medesimo cerchio o in cerchi uguali 
gli archi eh’ essi intei celiano sulle circonferenze stanno nel mede- 
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simo rapporto , si sodo dovuti prima trattare i casi particolari in 
cui questi angoli siano uguali e commensurabili. Dna tal maniera 
di partire dal più particolare per giungere al più generale è in ta ■ 
luni casi indispensabile, e si vedrà sovente ripetuta in appresso. 
Alcune volle poi si può subito dimostrare il caso generale , ed al- 
lora i particolari vi sono contenuti come conseguenze - 

PROPOSIZIONE XVI — TEOREMA. 

L’angolo iscritto ha per misura la metà dell'arco 
compreso fra i suoi lati. 

Tre casi possono darsi : 1° che il centro C (Gg. 64) sia sopra 
un lato dell’angolo iscritto BAE; 2° che sia fra i lati , come nel- 
l’angolo BAD; 3° che stia fuori di questi lati, come nell’ango- 
lo BID (Gg. 65). 

1 . ° Nel primo caso tirando il raggio BC , si ha del triangolo ABC 
l’angolo esterno BCE uguale alla somma de’due interni ed oppo- 
sti BAC, ABC (24, 1); ma nel triangolo ABC, AC=BC, come rag- 
gi ; dunque l’ angolo BAC = ABC, (13, 1); epperò l’ angolo BCE 
è doppio dell’angolo BAC. Ma l’angolo al centro BCE, in virtù del 
teorema precedente, ha per misura l’arco BE ; dunque 1’ angolo 
BAE , che si è dimostrato metà di BCE, ba per misura la metà 
dell’arco BE. 

2. ° Sia ora il centro C fra i lati dell’ angolo iscritto BAD; si tiri 
il diametro AE. V angolo BAE , essendo il centro sul suo lato AE, 
ha per misura, secondo ciò che si è or ora dimostrato, la metà 
dell’arco BE ; e parimente I’ angolo EAD ha per misura la metà 
dell’arco ED ; dunque l’angolo BAD , somma dei due BAE , EAD 
ha per misura la metà dell’ arco BD , somma de’ due BE , ED. 

3. * In ultimo sia il centro C (Gg. 65 ) fuori dell’ angolo BAD ; 
si tiri il diametro AE. L’angolo BAE ha per misura, secondo il 
primo caso , la metà dell’arco BE; l’angolo DAE , ba per misura 
la metà dell’arco DE ; dunque l’angolo BAD , differenza de’ due 
BAE, DAE,ba per misura la metà dell’arco BD, differenza de’due 
BE, DE. 

Dunque ogni angolo iscritto ba per misura la metà dell’arco 
compreso tra i suoi lati. 
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Corollario 1. Tulli gli angoli BAC, BDC ec., (fig. 66) iscritti 
nel medesimo segmento sono uguali; perch’essi ban lutti per mi- 
sura la metà dello stesso arco BOC. 

II. Ogni angolo BAD ( fig. 67 ) iscritto nel semicerchio è un an- 
golo retto ; poiché esso ha per misura la metà della semicirconfe- 
renza BOD , cioè il quadrante che misura appunto l’angolo retto. 

Ma questa proposizione potrebbe dimostrarsi anche indipenden- 
temente; e noi non taceremo questa dimostrazione , perché ella 
ci fa vedere come la proposizione enunciata procede dalla natura 
stessa del cerchio , cioè dall’ uguaglianza dei raggi. 

Si tiri il raggio AC , il triangolo BAC è isoscele, quindi l’ango- 
lo BAC = ABC ; il triangolo CAD è medesimamente isoscele, dun- 
que I’ angolo CAD = ADC ; dunque BAC + CAD o BAD= ABD +- 
ADB. Ma se i due angoli B e D del triangolo ABD valgono insieme 
il terzo BAD, i tre angoli del triangolo varranno due volte I’ nu- 
golo BAD; essi d’ altra parte equivalgono a due angoli retti; dun- 
que l’angolo BAD è un angolo retto; come bisognava dimostrare. 

III. Ogni angolo BAC (fig. 66) iscritto in un segmento maggiore 
del semicerchio, è un angolo acuto; perrhè esso ha per misura 
la metà dell’ arco BOC minore della semicirconferenza , cioè ha 
per misura un arco minore del quadrante. 

E ogni angolo BOC iscritto in un segmento minore del semicer- 
chio è un angolo ottuso ; perchè esso ha per misura la metà del- 
I’ arco BDC maggiore della semicirconferenza, cioè ba per misura 
un arco maggiore del quadrante. 

IV. Gli angoli opposti A c C (fig. 66), di un quadrilatero iscrit- 
to ABCD valgono insieme due angoli retti; perocché L’angolo 
BAD ha per misura la metà dell’arco BCD; l’angolo BCD ha per 
misura la metà dell’ arco BAD ; dunque i due angoli BAD , BCD, 
presi insieme , hanno per misura la metà della circonfereuza ; 
dunque la loro somma è uguale a quella di due angoli retti. 

Da ciò si vede che in un cerchio non potrebbe essere iscritto un 
romboide, cioè un quadrilatero che avesse solamente i lati oppo- 
sti paralleli senza avere nè lutti i lati uguali nè gli angoli retti , 
nè vi potrebbe essere iscritta una losanga cioè un parallelogram- 
mo che avesse solamente tutti i lati uguali. Infatti in questi qua- 
drilateri essendo gli angoli opposti uguali, per essersi dimostrata 
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la loro somma uguale a due retti , ciascuno di questi due angoli 
dovrebbe essere retto; il che non avviene nè nel romboide nè nella 
losanga. * 

Perchè dunque un parallelogrammo sia iscritto in un cerchio 
conviene che sia un rettangolo ; e siccome l’ angolo retto è iscrit- 
to nel semicerchio, le sue due diagonali sono due diametri. 

Per conseguenza in un cerchio potrebbe anche essere iscritto 
un quadrato. 

Scolio. Questa proposizione e la precedente possono essere con- 
siderate come casi particolari della generale che verremo esponen- 
do qui appresso, e che non può dimostrarsi se non dopo dimo- 
strate queste due particolari. 

PROPOSIZIONE XVII. — TEOREMA. 



/,’ angolo forviato da due seganti ha per misura la semidifferen- 
za dei due archi intercettati fra i suoi lati, l'uno concavo, l’al- 
tro convesso , e l’angolo formato da due corde ha per misura 
la semisomma de’ due archi opposti, che intercettano i lati di 
questo angolo. 



1.° Sia P angolo BOC ( fig. 131 ) formato dalle due seganti BO , 
00; dico che quest’angolo ha per misura la semidifTercnza dei due 

BC— AD 

archi AD, BC, cioè ha per misura un arco uguale a — . 



Dal punto A si tiri AM parallela ad OC; 1* angolo esterno BAM 
sarà ugnale all’ interno ed opposto 0. Ora P angolo iscritto BAM, 
in virtù del teorema precedente, ha per misura la metà dell’arco 
BM; dunque la metà di questo arco BM sarà pure la misura del- 
l’angolo BOC. Ma Parco BM=BC — MC , ed MC=AD , perchè so- 
no compresi fra le due parallele OC, AM (prop. 10); dunque BM= 

BC— 4.D 

BC — AD; c cosi l’angolo BOC ha per misura — — — 



2.° Sia P angolo AOD ( fig. 130) formato dalle due corde AB , 
<’.D ; dico che esso ha per misura la semisomma dc’duc archi op- 
posti AD, CB compresi fra i suoi lati, cioè ha per misura un an- 



golo uguale ad 



AD+CB 

2 
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Si tiri BM parallela a CD ; sarà I’ angolo AOD uguale all’inter- 
no ed opposto OBM; ma I’ angolo ABM, come iscritto ha per mi- 
sura la metà dell’arco AM ; dunque anche 1’ angolo AOD avrà per 
misura la metà dell’ arco AM. Ora I’ arco AM=AD+DM , e DH = 
CB, perchè compresi fra le parallele BM, CD; dunque AM=AD + 

• AD | CB 

CB; epperù 1’ angolo AOD ha per misura 1’ arco — . 

Scolio. Quando il punto O fosse il centro , allora i due angoli 
verticali uguali AOD, COB essendo al centro, gli archi AD, CB sa- 
rebbero medesimamente uguali , c quindi la loro semisomma è 
uguale al solo arco AD. Quando poi il punto 0 stesse sulla cir- 
conferenza allora uno di questi duo archi si distrugge e la loro 
semisomma riducesi alla metà di un solo AD. G cosi vedesi come 
le due proposizioni precedenti sono due casi particolari della pre- 
sente. 



PROPOSIZIONE XVIII. — TEOREMA. 

L’ angolo formalo da una tangente e da una corda ha per 
misura la metà dell ‘ arco compreso fra i suoi lati. 

Sia la tangente BE ( fig. G9 ) e la corda AC , che formino un an- 
golo BAC; si vedo che perciò è necessario che la corda sia tirata 
dal punto di contatto A; dico che questo angolo ha per misura la 
metà dell’ arco AMC , compreso fra i suoi lati. 

Dal punto di contatto A si meni il diametro Al> ; l’ angolo BAD 
6 retto (prop. 9); esso ha dunque per misura la metà della semi- 
circonferenza AMD; l’ angolo iscritto DAC ha per misura la metà 
dell’ arco DC; dunque BAD+DAC, ovvero BAC ha per misura la 
metà di AMD più la metà di DC, cioè la metà di tutto l’arco AMC. 

Osservando che l’angolo CAE=DAE — DAC, si proverebbe si- 
milmente che l’angolo CAE ha per misura la metà dell’ arco AC, 
compreso fra i suoi lati. 

Scolio. Si noti che l’angolo CAE è uguale ad ogni angolo iscrit- 
to nel segmento AMC; perchè entrambi hanno per misura la metà 
dello stesso arco AC. 
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PROBLEMI RELATIVI Al DUE PRIMI LIBRI 

Abbiamo già dello che la linea rulla e la circonferenza , per es- 
sere elle uniformi da ogni parte, epperò facili le proprietà loro , 
sono le sole linee di cui si occupi la geometria elementare. Que- 
ste due linee, come ogni altra, suppongonsi nel campo astratto 
e speculativo della scienza come esenti al tutto da larghezza e pro- 
fondità e consistenti nella sola lunghezza. Ma negli oggetti della 
natura tetre dimensioni dell’estensione trovansi sempre riunite 
insieme, perocché ivi non si veggon sempre se non corpi, e non 
mai superficie o lince isolale, nel senso geometrico di queste pa- 
role. Il solo pensiero é quello che astrae dai corpi una dimen- 
sione o due, c forma così le idee di superficie e di linea. 

Adunque quando si vedrà disegnata una linea , questa intanto 
è tenuta come tale e prende questo nome , in quanto che non si 
vuol considerare in essa se non la quantità o la forma della sua 
lunghezza , indipendentemente dalla larghezza e profondità che 
questa linea, diciam cosi , naturale dee necessariamente avere. 
Allora s’ intende parlare del contorno estremo di essa linea natu- 
rale , il quale contorno nel pensiero è dolalo della sola lunghez- 
za , ma nella pratica non potrebbe essere disgiunto dal corpo de- 
putato a mostrarne , come abbiam detto , la quantità o la forma ; 
ed è appunto perchè s’intende parlare di questo estremo contor- 
no che nel tracciare una linea si procura , per ottenere la massi- 
ma precisione , eh’ ella sia quanto men larga si possa. 

Gl'islrumenti de’ quali si fa uso per descrivere la linea retta e 
la circonferenza sono la riga c il compasso , troppo noti u comuni 
perchè non occorra eh’ io esponga qui la maniera di adoperarli. 
1 mezzi onde questi istrumeuli siano ben precisi e perfetti per a- 
dempiere convenientemente all' uso loro sono forniti dalla mecca- 
nica pratica e non entrai) puuto nel campo della geometria. 

Ora 1’ obbietlo dei problemi della grometria elementare si è 
quello d’ insegnare la maniera onde servirsi de’ duo delti istruinen- 
ti a fine di trovare alcune parli incognite di una certa figura della 
quale siano date le altre parti. A questo scopo conducono faci! 
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niente le varie proprietà conosciute in essa geometria elementare 
circa la linea retta e il cerchio. ' 

È chiaro da ciò che i due problemi primitivi per mezzo de’quali 
si risolvono tutti gli altri sono questi due : 1° da un punto ad un 
altro condurre una linea retta : 2° con un dato centro ed un dato 
raggio descrivere una circonferenza. Questi due problemi , la cui 
costruzione si esegue colla riga e col compasso , per la estrema 
loro facilità sono per rispetto agli altri problemi quel medesimo 
che sono gli assiomi per rispetto ai teoremi. 

Chi abbia intera notizia dei teoremi geometrici dovrà prima di 
accingersi alla soluzione di un problema , porre ben mente alle 
condizioni date, per vedere se esso problema sia possibile, o non, 
o sia indeterminato. Infatti per determinare un oggetto geometri- 
co debbono essere date tante condizioni quante sono necessarie e 
sufficienti , nò più, nò meno; se se ne diano più il problema è im- 
possibile, se meno indeterminato. Così è chiaro che quando si da- 
ranno due condizioni qualunque per determinare o di posizione o 

1 II compasso è un istrumento molto più precìso nell' uso che la riga. Infatti 
da prima è difficilissimo di fare che la riga sia rigorosameotc dritta in tutta la 
sua lunghezza; dipoi ai vede chiaramente che la traccia di una linea retta me- 
nata lunghesso la riga porta con sèun' incertezza di parallelismo nel movimento 
dell’ asse della punta che marca , o di applicazione perfetta di essa punta alla e- 
stremila della riga. Al contrario il oompasso è esente da tali imperfezioni ; per- 
chè in esso basta che l'apertura sia ben fissa, e le due punte bene aguzze , il che 
si può sempre ottenere con grandissima esattezza. Sarebbe dunque di una im- 
mensa utilità agli artisti se i problemi della geometria elementare potessero tut- 
ti risolversi coir uso del solo compasso. Ora un sì momentoso servigio è stato 
renduto alla scienza dal sommo geometra italiano Mascheroni con una sua opera 
cui è titolo Geometria del compasso. La maraviglia è che non solo vedesi esclusa 
dell’ intuito la riga dalla determinazione dei punti che si voglion trovare in uti 
problema, ma ancora che le costruzioni sono iu grandissima parte mollo più 
semplici di quelle che servono a risolvere questi problemi coll' uso di entrambi 
gl* istrumenti. Non è a dire l'utilità che offrono precipuamente le risoluzioni 
del Mascheroni nella costruzione degl' istrumenti di astronomia. 

Ora si potrebbe domandare perchè mai nella geometria elementare non si dan- 
no le costruzioni della geometria del compasso , ma sì quelle in cui si dee fare an- 
che uso della riga. La risposta è che in quell' opera si richiede già la cognizione 
di tutta la geometria elementare ; onde ella non può offrirsi all' intelligenza dei 
principianti. 
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di grandezza una linea retta , il problema è possibile , come , per 
esempio, se si volesse tirare una linea retta che passi per un dato 
punto e faccia un determinato angolo con una retta data. Quando 
le condizioni sono più di due il problema è impossibile; si vede, 
per esempio, che sarebbe impossibile di tirare una retta che passi 
per due punti dati e sia parallela ad una data retta. Finalmente 
se si desse una sola condizione il problema sarebbe indetermina- 
to; cosi 6 chiaro che se si cercasse una linea retta la quale fosse 
parallela ad una retta data, la retta cercata non si potrebbe de- 
terminare, perchè alla retta data si ponno menare infinite paral- 
lele dagl’ infiniti punti che sono fuori di essa. Sarebbe medesi- 
mamente indeterminato il problema se si cercasse una retta che 
passi per un punto dato , perchè da questo punto si ponno tirare 
infinite rette nello spazio. 

I problemi geometrici che escono dagli elementi ed entrano nel 
rampo della geometria sublime, sono quelli che si costruiscono 
per mezzo delle proprietà di linee differenti dalla retta e dalla cir- 
conferenza, e ne’ quali purciò si fa uso d’ istrumenti differenti 
dalla riga c dal compasso, e che servono a descrivere queste al- 
tre linee. 

I problemi che verremo risolvendo qui appresso li abbiamo det- 
ti relativi ai due primi libri , perchè le costruzioni loro procedono 
appunto dai teoremi dimostrati in cotesti due libri. 

PROBLEMA PRIMO 

Dividere una data ìinea retta AB in due parti uguali. 

Dai punti A e B (fig. 70) , come centri, con un raggio maggiore 
della metà di AB si descrivano due archi i quali s’intersegheranno 
in due punti E ed E I’ uno al di sopra l’altro al di sotto della retta 
AB, per essersi fatta la distanza de’ centri minore della somma dei 
raggi. Si congiungano questi due punti E ed E ; la congiungente 
dividerà la retta data AB in due parti uguali nel punto C; peroc- 
ché , per costruzione , ciascuno de’ due punti E ed E dista ugual- 
mente dalle estremità della retta AB; dunque la retta che li con- 
giuuge sarà perpendicolare ad AB nel suo punto di mezzo (18, I ) . 
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Scolio I. Si vede chiaramente che ciascuno de’ due punti £ ed 
E poteva determinarsi ugualmente distante dalle estremità della 
retta AB prendendo al di sopra un raggio , e al di sotto un altro, 
purché fossero entrambi maggiori della metà di AB. Ma noi non 
abbiamo voluto far cangiare I’ apertura del compasso per la sem- 
plicità e brevità maggiore, ch'é d’uopo sempre cercare in un pro- 
blema. 

11. Dividendo ancora per metà ciascuna parte AC, CB si verreb- 
be a dividere tutta la AB in 4 parti uguali; e cosi dividendo an- 
cora per metà ciascuna quarta parte, la si viene a dividere io 8 
parli uguali. Laonde la costruzione indicata serve a dividere una 
data retta AB in 2, 4, 8, 16, 52 ec. parli uguali. 

PROBLEMA li 

Da un punto A dato sur una linea retta tìC elevare la 
perpendicolare a questa retta. 

Si prendano i punti B e C (fig. 71) ad uguale distanza dal punto 
A, il che fassi prendendo per centro A e descrivendo con un raggio 
qualunque una circonferenza che incontri BC ne’ due punti B e C; 
indi presi i punti Be C per centri, con un raggio maggiore di BA 
si descrivano due archi i quali, com'è chiaro, si toglieranno in un 
punto D ; in fine si congiunga AD , eh’ io dico essere la perpendi- 
colare cercata. 

In fatti il punto D essendo , per costruzione , ugualmente di- 
stante dalle due estremità B e C deve trovarsi sulla perpendico- 
lare elevata dal punto di mezzo di BC; ma A , per costruzione, è 
questo punto medio , e Ira due punti non vi passa che una sola 
linea retta; dunque la congiuugente AD è appunto perpendicola- 
re ad AC. 

Scolio. Se mai occorresse di elevare da un estremo A ( fig. 67 ) 
della retta AB la perpendicolare a questa retta senza prolun- 
garla , è chiaro che non si potrebbe più fare uso della costruzione 
indicala ; bensi polrcbbesi operare nel modo seguente. Preso un 
punto C ad arbitrio fuori della retta data AB, si descriverebbe col 
centro C e col raggio CA una circonferenza che intersegherebbe 
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In retta data in nn punto B; indi dal punto B si tirerebbe il dia- 
metro BD , e si conginngerrbbe AD, che sarebbe la perpendicola- 
re richiesta; perchè è manifesto che l‘ angolo BAD . come iscritto 
nel semicerchio , sarebbe retto. 

La stessa costruzione serve a fare un angolo retto BAD in un 
dato punto A sopra una retta data BC. 

PROBLEMA III 

Da un punto A , dato fuori della retta BD, abbassare 
la perpendicolare su questa retta. 

Col punto A (fig. 72), come centro , e con un raggio sufficien- 
temente grande, si descriva un arco il quale incontri la retta BD 
in due punti B e D; si prenda poi il punto E ad uguale distanza 
dalle due estremità B e D, e si congiunga AE, che sarà la perpen- 
dicolare richiesta. 

Imperocché i due punti A ed E sono ugualmente distanti dai 
punti B e D; dunque la linea retta AE è perpendicolare sul punto 
di mezzo di BD. 



PROBLEMA IV 

Col punto A , come vertice , dato su di una retta AB , come un 
lato , costruire un angolo uguale ad un angolo dato K. 

Dal vertice K (fig. 73), come centro, e con un raggio ad arbitrio , 
si descriva 1’ arco IL terminato ai due lati dell’angolo; dal punto 
A, come centro, e con un raggio AB uguale a KI, si descriva l’arco 
indefinito BO ; si prenda poi un raggio uguale alla corda LI; dal 
punto B , come centro , e con questo raggio LI , si descriva un 
arco il quale taglierà in un punto D l’arco indefinito BO ; in ulti- 
mo si tiri AD ; io dico che I’ angolo DAB sarà uguale all’angolo 
dato K. 

Imperocché gli archi BD, LI, hanno raggi uguali e corde ugua- 
li ; essi souo per conseguenza uguali (4,2); dunque I’ angolo 
BAD— 1KL{14,2). 
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Scoìio. In questa costruzione è pure compreso il caso , in cui 
l’ angolo dato sia retto; ma altura non si farà uso di essa; bensì di 
quella indicata nel problema II, la quale è da preferire per la sua 
maggiore semplicità. 



PROBLEMA V 



Dividere un arco e quindi un anyolo dato per metà. 



1. " Sia da dividersi l’arco dato AB (fìg. 7'l) in due parti uguali. 
Dai punti A e B .come centri , e con un medesimo raggio , si de- 
scrivano due archi i quali si taglieranno in un punto D; per il 
punto D e per il centro C si tiri CD che taglierà I’ arco AB in due 
parli uguali al punto E (G, 2). 

Se poi non fosse dato il centro C, si determinerebbero due punti 
qualunque ad ugual distanza dalle estremità del dato arco , e la 
retta che passa per questi due punti dividerebbe l’arco per metà. 

2. ° Abbiasi ora a dividere per metà 1’ angolo ACB. Dal vertice 
C, come centro, e con un raggio ad arbitrio si descriva l’arco AB; 
indi si divida questo arco per metà nel modo or ora indicato. Es- 
sendo nel medesimo cerchio I’ arco AE=EB , è chiaro che la ret- 
ta CD dividerà in due parli uguali I’ angolo ACB. 

Scolio I. Colla medesima costruzione si può dividere ciascuno 
de’ due archi AE, EB per metà; e cosi con successive bisezioni si 
dividerà un arco o un angolo dato in 4, 8, 16, 32 ec. parli uguali. 

II. Il dividere un arco e quindi un angolo in tre parti uguali 
è un problema che non si può risolvere colla geometria elemen- 
tare , cioè colla riga e col compasso. Esporrò intanto quale do- 
vrebbe essere la costruzione , a fine che si comprenda dove con- 
sista l’ impossibilità. Sia da dividersi in tre parli uguali 1’ angolo 
qualunque DCB (fig. 136). Preso per centro il vertice C si descri- 
va con un raggio qualunque il cerchio MDB; s’ immagini tirata DQ 



che faccia col lato BC prolungato l’angolo Q = - DCB. Nel trian- 

3 



golo QCD si ha I’ angolo esterno DCB=QDC+DQC ; ma DQC=-1 

2 . 3 

DCB; dunque QDC — ; Dt.B — 2DQC. Ora si tiri il raggio MC ; nel 
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triangolo isoscele MCD si ha 1’ angolo MDC=DMC; ma l’ angolo 
esterno DMC=MQC+MCQ; dunque anche l’angolo MDC=MQC+ 
MCQ; ora si è veduto che M1)C=2MQC; dunque l’angolo MQC = 

MO.Q ; ma MQC= =■ DCB; quindi anche 1’ angolo MCQ :=^DCB; 

O «J 

e cosi l’arco AM è la terza parte dell’ arco DB. Ora si osservi che 
nel triangolo QMC, per essere I’ angolo MQC=MCQ, si ha il lato 

MQ=MC; dunque per fare l’angolo Q DCB, su di che pog- 

ò 

già , come abbiamo veduto, la costruzione, basterebbe saper ti- 
rare la retta DQ in modo che la parte esterna MQ sia uguale al 
raggio ; ora questo è appunto ciò che non sa farsi colla geometria 
elementare cioè colla riga c col compasso. 



PROBLEMA VI 

Da un punto dato A condurre la parallela alla linea 
retta data HC. 



Dal punto A (Og. 75), come centro, e con un raggio sufficiente- 
mente grande, si descriva l’arco indeGuito EO; dal punto E, come 
centro, e collo stesso raggio, si descriva l’arco AF; si prenda l’ar- 
co ED = AF, ed in ultimo si tiri AD che sari la parallela cercata. 

Perocché, congiungendo AE, si vede che gli angoli alterni AEF, 
EAD, intercettando gli archi uguali AF, ED di uguali raggi, sono 
uguali ; dunque le rette AD, BC sono parallele. 

PROBLEMA VII 

Dati due angoli di un triangolo A e H, trovare 
il terso. 

Prima di tutto nel dire che i due angoli A e R ( fig. 7G ) appar- 
tengono ad un triangolo, s’include che la loro somma è minore di 
due retti. 

Si tiri la linea retla indefinita DEF , e facciasi al punto E, con 
questa retta per un lato , I’ angolo DEC=A, e P angolo CEH=B ; 
il rimanente angolo HEF sarà il terzo angolo richiesto; perocché 
questi (re angoli equivalgono insieme a due angoli retti. 
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PROBLEMA Vili 

'• Dati due lati B e C di un triangolo e l'angolo A eh’ essi 
comprendono , costruire il triangolo. 

» 

Tirala la linea retta indefinita DE (Gg . 77), facciasi al punto D, 
l’angolo EDF uguale all’angolo dato A; si prenda in seguito 
DG set B , DH = C , e si tiri GH; è chiaro che DGH sarà il triango- 
lo cercato. 



PROBLEMA IX 

Dato un lato e due angoli di un triangolo costruire 
il triangolo. 

I due angoli dati saranno o entrambi adiacenti al lato dato , o 
1’ uno adiacente , l’altro opposto ; in quest’ ultimo caso si trovi il 
terzo angolo nel modo indicato nel problema VII ; si avranno cosi 
i due angoli adiacenti ; onde il problema si riduce sempre al pri- 
mo caso , nel quale la costruzione è questa. 

Si tiri la linea retta DE (fig. 78) uguale al Iato dato , e facciasi 
al punto D l’angolo EDF uguale all’ uno degli angoli adiacenti ; e 
al punto E l’ angolo DEG uguale all’ altro ; le due rette DF , EG si 
taglieranno in un punto H, e DEH sarà manifestamente il triango- 
lo richiesto. 

Scolio. È quasi superfluo 1’ aggiungere che perchè il problema 
sia possibile fa d’uopo che la somma dei due angoli dati sia mi- 
nore di due retti , il che s’include tacitamente nel dire ch’essi due 
angoli appartengono ad un triangolo. 

PROBLEMA X 

Costruire un triangolo , del quale siano dati i tre lati A, B, C. 

Tirisi DE (fig. 79) uguale al Iato A; dal punto E, come centro, 
e con un raggio uguale al secondo lato B , descrìvasi un arco ; da 
Elcm. di Ctom. 6 
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punto D , corno centro , e con un raggio uguale al terzo lato C , ai 
descriva un altro arco, il quale taglieri il secondo in un punto F; 
congiungansi DF, EF,c DEF sarà il triangolo cercato. 

Scolio I. Bisulta da ciò che si è detto nella proposizione Vili del 
primo libro , che se uno de’lati dati non sia minore della somma 
degli altri due il problema non sarebbe possibile; c si vede infatti 
dalla costruzione indicala che allora i due archi non si tagliereb- 
bero, perchè la distanza dei centri non sarebbe, minore della som- 
ma de’ raggi. Ma la soluzione sarò sempre possibile se la somma 
di due lati , presi come si voglia , è maggiore del terzo ; o, che va- 
le lo stesso , quando un lato qualunque è minore della somma de- 
gli altri due c maggiore della loro differenza. 

II. Se i tre lati dati siano tutti e tre disuguali fra loro il trian- 
golo è sceleno: se due soli siano uguali è isoscele ; se tutti uguali 
è equilatero. Nel caso del triangolo equilatero si dà una sola linea 
retta e si dice su questa linea retta costruire il triangolo equila- 
tero , perché allora si sa come dee procedere la costruzione. 

PROBLEMA XI 

Dati due iati A e B di un triangolo e V angolo C opposto 
al lato B , costruire il triangolo. 

Si debbono qui considerare due rasi : 1° quando l’angolo C è 
retto od ottuso; 2° quando esso sia acuto. 

1. ° Quando C sia retto od ottuso ( lig. 80), si faccia l’angolo 
EDF uguale all’angolo C; prendasi DE=A, dal punto E, come 
centro, c con un raggio uguale al lato dato B , descrivasi un arco 
che taglierà in punto F la linea retta DF; tirisi EF , e DEF sarà 
visibilmente il triangolo cercato 

Fa d’uopo in questo primo caso che il lato B sia maggiore del 
lato A, perocché I’ angolo C essendo retto od ottuso è il massimo 
angolo del triangolo; epperò il lato apposto deve essere medesi- 
mamente il massimo. 

2. ° Sia ora acuto l’angolo Q ( lig. SI ). È chiaro che qui il lato 
B può essere maggiore o minore dell’altro A. Ne sia primamente 
maggiore. Si fai A la medesima costruzione di prima , e DEF è il 
triangolo richiesto. 
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Secondamente ne sia maggiore (fig. 82). È chiaro che, facendo 
la medesima costruzione, l'arco descritto col centro E e col rag- 
gio EF=B , taglierà il lato DF in due punti F e G situati dalla 
stessa parte di D; vi saranno dunque cosi due triangoli DEF, I)KG, 
i quali soddisferanno entrambi al problema. 

Scolio I. Il problema sarebbe impossibile in tutti i casi , se il 
lato B fosse minore della perpendicolare abbassala dal punto E 
sulla linea retta DF. 

II. Nel caso che l’angolo dato era acuto e che lo si voleva oppo- 
sto al lato minore, si è veduto che i due triangoli DEF, DEG sod- 
disfacevano ugualmente al problema; dunque due triangoli po- 
trebbero avere due lati rispettivamente uguali a due lati e un an- 
golo uguale opposto ad un lato uguale, senza che essi triangoli sia- 
no uguali, quando però l’angolo uguale sia acuto. Ora si osservi 
che de* due triangoli DEF, DEG il primo è ottusangolo, il secondo 
acutangolo ; adunque all’ uguaglianza di tali triangoli si dee ag- 
giungere la condizione eh’ essi siano della medesima specie. Questo 
corrisponde a ciò che si è detto nella proposizione XXVII del li- 
bro primo. 



PROBLEMA XII 

Dati i due lati adiacenti A e ti di un parallelogrammo e i an- 
golo C eh' essi comprendono, costruire il parallelogrammo. 

Si tiri la linea retta DE=A (iig. 83), facciasi al punto D l’angolo 
FDE=C, prendasi DE=:A, DF=B ; descrivansi due archi , 1’ uno 
dal punto F, come centro , e con un raggio FG = DE , l’ altro dal 
punto E, come centro, e con un raggio EG=DF ; al punto G , ove 
questi due archi si tagliano , si tirino FG, KG ; e cosi DEGF sarà 
il parallelogrammo cercalo. 

Imperocché, per costruzione , i lati opposti sono uguali, dun- 
que il quadrilatero descritto è un parallelogrammo 1 30, 1), c que- 
sto parallelogrammo è formalo coi lati dati e I’ angolo dato. 

Scolio 1. Secondo che l’ angolo dato sia retto , o ebe i due lati 
dati siano fra loro uguali , o che siano insieme i lati uguali e l’an- 
golo retto , il parallelogrammo sarà un rettangolo, un rombo, od 
un quadrato. * 
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II. Adunque tre condizioni sono necessarie e sufficienti per de- 
terminare il parallelogrammo; perchè siccome la diagonale DB 
(flg. 44) divide il parallelogrammo in due triangoli uguali ADB, 
BDC, cosi basta determinare una di esse ADB, e poi tirare le pa- 
rallele AC e BC ; ora tre condizioni appunto si richieggono perchè 
sia determinato un triangolo. 

E chiaro da ci6 che per costruire un parallelogrammo si potreb- 
be anche dare b diagonale DB e i due lati AD, AB ; o pure la 
diagonale DB e i due angoli ADB , ABD, eh’ essa fa coi due lati 
adiacenti AD, AB; od anche la diagonale DB, un angolo ADB che 
ella fa con un lato AD e I’ angolo A che formano i due lati AD , 
AB ; o un lato AB e i due angoli ADB, ABD oh’ esso e il suo adia- 
cente fanno con la diagonale DB; o in ultimo un lato AB, un an- 
golo ABD eh’ esso fa con la diagonale DB e l’angolo DAB che fa 
col lato adiacente. 

Cn parallelogrammo sarebbe anche determinato quanto si des- 
sero lo sue due diagonali AC, DB (fig. 45) c l’angolo DOC ch’esse 
formano. 

Nel rombo basla dare le sole diagonali, perchè si sa ch’esse so- 
no perpendicolari ; nel rettangolo I’ angolo che fanno le due dia- 
gonali ed una di esse, perchè si sa ch’elle sono uguali; in ultimo 
nel quadrato una sola diagonale , sia perchè si sa ch’elle sono u- 
guali e perpendicolari, sia perchè nel triangolo ABD ( tig. 157) 
si sa che ciascuno degli angoli ABD , ADB è un semiretto. 

PROBLEMA XIII 

Trovare il centro di un cerchio 0 di un arco dato. 

Si prendano ad arbitrio sulla circonferenza o sull’arco tre punti 
A , B, C ( fig. 84 ) ; si congiungano AB e BC, e si dividano queste 
linee rette ciascuna in due parli uguali mediante le rispettive per- 
pendicolari DE, FG; il punto O, dove queste perpendicolari a due 
rette AB , BC che s’incontrano, debbano necessariamente incon- 
trarsi sarà il centro cercalo (7,2). 

Scolio I. Quando si vuol trovare il centro di un cerchio le due 
rette AB, BC potrebbero anche essere parallele; allora In per- 
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pendiculare che dividerebbe per metà una di essa dovrebbe esse- 
re anche perpendicolare all'altra e quindi dividerla per metà- Cosi 
questa linea retta sarebbe il diametro del cerchio ; dunque ii suo 
punto di mezzo sarebbe il centro cercato. Ma è manifesto che , 
trattandosi del centro di un arco dato, AB non potrebbe mai esse- 
re parallela a BC. 

II. La medesima costruzione serve a far passare una circonfe- 
renza per I*tre punti A, B, C, come pure a descrivere una circon- 
ferenza nella quale il triangolo dato ABC sia iscritto. 

III. Dunque le perpendicolari elevate dai punti di mezzo dei 
lati di un triangolo s’ incontrano tutte e tre nel medesimo punto, 
eh’ è il centro del cerchio circoscritto al triangolo. 

PROBLEMA XIV 

Per un dolo jninio menare la tangente ad un cerchio dato. 

Due casi possono darsi : o che il punto dato A (fig. 83) stia sul- 
la circonferenza, o fuori. 

1. ° Sia il punto A sulla circonferenza. Si tiri il raggio CA , e si 
conduca AD perpendicolare a CA ; AD sarà la tangente cercata 
(9.2). 

2. ° Sia il punto A fuori della circonferenza (fig. 86). Si congiun- 
ga il centro e il punto dato A con la retta CA; si divida questa 
retta per metà nel punto 0; dal punto 0, come centro, e col rag- 
gio OC , si descriva una circonferenza , la quale taglierà la circon- 
ferenza data in un punto ; e in ultimo si congiuuga AB ; dico que- 
sta AB essere la tangente richiesta. 

In fatti tirando CB, I’ angolo CBA , iscritto nel semicerchio , ò 
un angolo retto ( 16, 2 ); dunque AB è perpendicolare all'estre- 
mità del raggio CB, epperò tangente alla data circonferenza. 

Scolio I. Allorché il punto A stia fuori del cerchio , si vede che 
vi sono sempre due tangenti AB , AD , le quali passano pel punto 
A; le due parli AB, AD di queste tangenti ' comprese tra il pun- 



1 Dico le due parli delle tangenti tono uguali, o non, come si esprime il Legen- 
dre , le due tangenti sono uguali , perchè nella Ungente geometrica non ti conti- 
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to dato A e i puDti di contatto sono uguali ; perocché i triangoli 
rettangoli CBA, GDA hanno l’ipotenusa CA comune, e il lato 
CB = CD; dunque casi sono uguali (27, 1 ); dunque AD = AB. 
Dall’uguaglianza di questi due triangoli si vede pure che I’ angolo 
CAD = CAB ; dunque la linea retta che congiunge il centro di un 
cerchio con un punto fuori di etto divide per metà l’ angolo formato 
dalle due tangenti menate da quetlo punto al cerchio. 

II. In questo problema si determina una linea retta che adem- 
pia alle due condizioni di essere tangente ad una data circonfe- 
renza e di passare per un punto dato. Ora si potrebbe anche de- 
terminare una linea retta tangente, variando l’altra condizione ; 
ma i problemi che cosi nascono non sono fondamentali , e noi li 
abbiamo enunciati tra quelli che si trovano proposti a risolvere 
alla fine della geometria. 



PROBLEMA XV 

Iscrivere un cerchio in un triangolo dato. 

Sia ABC (fig. 87) il triangolo dato. Si dividano due angoli qua- 
lunque A e B in due parti uguali colle linee rette OA e BO le quali 
chiarissimamente s’ incontreranno in un punto 0; dal punto O si 
abbassino rispettivamente le perpendicolari OD , OE , OF sui tre 
lati del triangolo; dico che queste perpendicolari sono uguali fra 
loro. Infatti per costruzione , 1’ angolo DAO=OAF, l’angolo retto 
ADO — AFO; dunque il terzo angolo AOD, è uguale al terzo AOF. 
Da altro canto il lato AO è comune ai due triangoli AOD, AOF , e 
gli angoli adiacenti al lato uguale sono uguali; dunque questi due 
triangoli sono uguali ; epperò DO=OF. Si proverà in ugual guisa 
che i due triangoli BOD , BOE sono uguali ; dunque 0D = OE , e 
cosi le tre perpendicolari OD, OE, OF sono uguali fra loro. 

Ora se dal punto 0 , come centro , e col raggio OD , si descriva 
una circonferenza , è chiaro che questa circonferenza passerà pei 
punti E ed F ; di più essendo i raggi OD, OE, OF perpendicolari , 

dera già !> sua grandezza ma si la posizione, al contrario delta tangente tricono- 
metrica eli è una certa porte determinata dello geometrica* 
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per costruzione, ai tre lati del triangolo, questi lati saranno tan- 
genti della circonferenza, la quale perciò, come si richiedeva , 
sarà iscritta nel triangolo dato. 

Seolio I. S’inferisce immediatamente da ciò che le tre linee ret- 
te le quali dividono per metà i tre angoli di un triangolo s’ incon- 
trano in un medesimo punto. 

Si è veduto pure nella proposizione XIII che le tre perpendico- 
lari elevate dai punti medi dei lati di un triangolo s’ incontrano nel 
medesimo punto. Tra i teoremi proposti a dimostrare alla fine 
della geometria , si veggono altri esempi di rette che s’ incontrano 
nel triangolo in un medesimo punto. 

II. Io questo problema si è venuto a tracciare una circonferenza 
tangente a tre rette date; se due di queste rate fossero state paral- 
lele la costruzione sarebbe stata la stessa, e la perpendicolare ad 
una delle parallele sarebbe stata perpendicolare ancora alP altra. 

Nel problema XIII si è fatta passare una circonferenza per tre 
ponti non in linea retta. Ora queste condizioni di passare per dati 
punti ed essere tangenti a linee rette date , per determinare una 
circonferenza, potrebbero combinarsi a tre a tre anche in altri mo- 
di, che non sono questi due della proposizione presente e della XIII, 
nelle quali si è tracciata uoa circonferenza che passi per tre punti 
dati, e poi cbe sia tangente a tre date linee retto. Polrebbesi anco- 
ra dare una linea retta alla quale la circonferenza dovrebbe essere 
tangente e due punti per i quali dovrebbe passare ; uno di questi 
due punti potrebbe stare sulla retta data, ed allora vorrebbesi cbe 
la circonferenza passasse per I’ altro punto dato, c fosse tangente 
alla data retta in quel punto. Ancora si potrebbero dare due linee 
rette, parallele o non, alle quali dovrebbero esser tangente la cir- 
conferenza ed un punto per il quale dovrebbe passare ; questo 
punto potrebbe anche stare su di una data delle rette, ed allora ri- 
chiederebbesi che la circonferenza fosse tangente ad essa retta da- 
ta in quel punto- Questi problemi non potrebbero essere qui riso- 
luti, perchè non bastano le cognizioni de' due primi libri; ma essi 
non saranno risoluti nemmeno in appresso perchè non sono fonda- 
mentali. Li abbiamo però proposti alla fine della geometria, ove 
si leggono le loro enunciazioni. Ivi si vedrauno anche date altre 
condizioni per determinare una circonferenza ; sempre però nel 
numero di tre. 



Digitized by Google 




88 



GEOMETRIA 



PROBLEMA XVI 

Sopra una data linea retta AB descrivere un segmento capace del- 
l'angolo C, cioè tale che tutti gli angoli che vi sono iscritti sia- 
no uguali all'angolo dato C. 

Si prolunghi AB verso D (fig. 88, 89), facciasi al punto B l’an- 
golo DBE = C, si tiri BO perpendicolare a BK, e GO perpendico- 
lare sul punto medio di AB; dal punto d’incontro O , come cen- 
tro , e col raggio OB, si descriva un cerchio; il segmento cercato 
sarà AMB. 

Perocché, essendo BF perpendicolare all’estremità del raggio 
OB , BF è una tangente, e 1' angolo ABF ha per misura la metà 
dell’ arco AKB ( 13,2); da altra parte l’angolo AMB, come 
angolo iscritto, ha eziandio per misura la metà dell’arco AKB ; 
dunque 1’ angolo AMB = ABF = EBD =C; dunque tutti gli an- 
goli iscritti nel segmento AMB sono uguali all’ angolo dato C. 

Scolio I. Se l’angolo dato fosse retto, la medesima costruzione 
non potrebbe aver luogo perchè non vi sarebbe il punto d’incon- 
tro 0; ma la costruzione sarebbe allora facilissima, perchè il seg- 
mento cercato è il semicerchio descritto sul diametro AB. 

II. Anco in questo problema si tratta di determinare una cir- 
conferenza che adempia a Irò date condizioni. Queste condizioni 
sono che la circonferenza passi pe’due punti A e B in modo che il 
segmento AMB sia rapace di un dato angolo C. 

PROBLEMA XVII 

Date due linee rette , trovare la loro comune misura, 
per così esprimere in numeri il loro rapporto. 

Si porti la minore CD (fig. 90) sulla maggiore AB tante volte 
quante puè esservi contenuta; per esempio, due volte col resto 
BE. Indi si porli medesimamente il resto BE sulla linea retta CD 
tante volle quante vi può essere contenuta ; una volta, per esem- 
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pio, col reslo DF. Questo secondo resto DF si porti, come prima 
sul primo resto BE ; e vi entri uua sola volta col resto BG. 

Si porti il terzo resto BG tante volte nel secondo quante può es- 
servi contenuto; e si continui sempre cosi, fino a ebe si giunga ad 
un resto, il quale sia contenuto un esatto numero di volto nell’an- 
tecedente. 

Allora quest’ ultimo reslo sarà la comune misura delle due linee 
rette proposte, ed assumendolo per unità, si troveranno facilmen- 
te i valori dei resti precedenti ed infine quelli delle due date linee 
rette; d’onde si esprimerà il loro rapporto con due numeri interi, 
i quali esprimeranno il numero di volte ebe ciascuna di esse rette 
contiene la comune misura. 

Per esempio , se col procedimento indicato si trovasse che GB 
è contenuta esattamente due volte in FD, BG sarà la comune mi- 
sura delle due linee rette proposte. Sia dunque BG = I , si avrà 
FD=2; ma EB contiene una volta FD più GB; dunque F.B=3; CD 
contiene una volta EB più FD; dunque CD = 5; finalmente AB 
contiene due volte CD più EB ; dunque AB = 13; dunque il rap- 
porto delle due linee AB, CD ò quello di 13 a 5. 

Se in luogo di prendere per unità la comune misura , si pren- 

13 

desse per unità CD , la linea retta AB sarebbe espressa da — ; 

u 

5 

e se si prendesse per unità AB , CD sarebbe espressa da — . Di 

qui si vede ebe non ci ha numero intero o fratto assolutamente, 
ma ch’essendo arbitraria la scelta dell’unità, secondo che cangiasi 
questa unità, un numero da intero che prima era, potrebbe esse- 
re espresso da un fratto, e viceversa. 

Scolio. Il metodo esposto è precisamente lo stesso di quello che 
si stabilisce in aritmetica per trovare il massimo comun divisore 
tra due numeri; laonde non abbisogna qui di una nuova dimostra- 
zione. Si vede poi chiaramente che la comune misura è un diviso- 
re comune delle due date linee rette , perchè entra un numero e- 
satto di volte nell’altra; si vede di più eh’ è il massimo comun di- 
visore , ovvero la massima aliquota comune ; perchè è la prima 
che si trova col procedimento indicato. Questo procedimento poi 
consiste a dividere la retta maggiore per la minore, perchè que- 
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sto vuol dire il vedere quante volte la minore è contenuta Della 
maggiore ; indi la minore pel reato primo ; il resto primo pel re- 
sto secondo ; il resto secondo pel terzo , e cosi di seguito fino a 
che si giunga ad una divisione esatta. E cosi si vede chiarissima- 
mente che questo metodo è, come abbiamo detto, lo stesso di 
quello che si dà in aritmetica. 

Potrebbe avvenire che per quanto lungi si spingesse l’opera- 
zione , mai non sì trovasse un resto il quale sia contenuto un e- 
salto numero di volte nel precedente; in questo caso le due linee 
rette non hanno comune misura, cioè il loro rapporto non si può 
esprimere esattamente in numeri ; epperò esse lioee rette dicottsi 
incommensurabili. Del la esistenza di tali linee rettesi avrà in pro- 
gresso un esempio nel rapporto della diagonale al lato del qua- 
drato. Non però di meno il rapporto delle due rette si potrà espri- 
mere per approssimazione , non tenendo conto dell’ ultimo resto; 
e si concepisce che l’approssimazione sarà tanto maggiore quan- 
to piò lontano si sarà spinta l’operazione , o , che vale io stesso , 
quando più piccolo è il resto che si neglige. 

PROBLEMA XVIII 

Trovare la comune mistira di due dati archi CD, EF, apparte- 
nenti alla medesima circonferenza. Trovare quindi con ciò la 
comune misura tra due dati angoli commensurabili A e B, ed 
esprimere rosi m numeri il loro rapporto. 

1.” Per paragonare i due archi CD, FE ( fig. 91 ) si opererà in 
un modo analogo a quello del problema precedente ; perocché 
supponendosi appartenere questi archi dati ad una stessa circon- 
ferenza, uno di essi pnò essere portato sull’ altro , come una li- 
nea retta sa di un’ altra linea retta. Per portare poi il minora 
quante volte si può sol maggiore, ben si comprende , che devesi 
iscrivere successivamente la eorda del primo qoaule volte si può 
nel secondo; perchè corde uguali nello stesso cerchio intercettano 
archi uguali (4, 2). Si giuogerà in tal guisa a trovare la comu- 
ne misura tra i due archi ; e poscia si vedrà quante volte essa è 
contenuta da ciascuno di essi, nello stesso modo che nel proble- 
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ma antecedente. E cosi sarà espresso in numeri il rapporto de'due 
dati archi. 

2.° In quanto al trovare la comune misura tra due dati angoli 
A e B, e quindi esprimere in numeri il loro rapporto, si vede su- 
bito essere questa la costruzione. Con due raggi uguali si descri- 
veranno gli archi CD, EF; si troverà in numeri il rapporto di que- 
sti due archi nella maniera or ora indicata, e questo rapporto sa- 
rà pure quello degli angoli A e B. 

Scolio. Si può trovare cosi il valore assoluto di un angolo, pa- 
ragonando l’arco che servagli di misura all'intera circonferenza; 
se, per esempio, l’arco CD sta alla circonferenza come 3 a 25, 

3 12 

l’angolo A sarà i — di quattro angoli retti, ovvero i —di un an- 
2o ÀO 

golo retto. 

Potrebbe avvenire che gli archi che si vogliono paragonare non 
avessero comune misura ; allora il loro rapporto non si potrebbe 
esprimere in numeri se non con una approssimazione maggiore o 
minore, secondo che più o men lungi sia stala spinta l’operazio- 
ne. Il simile dicasi degli angoli a’ quali questi archi servono di 
misura. 
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L1BKO IH 



PROPORZIONI DELLE LINEE RETTE B DEI POLIGONI. 



DEFINIZIONI 



I. Si chiamano figure equivalenti quelle le cui superficie sono 
uguali- 

Due figure possono essere equivalenti , comeché dissimilissime; 
per esempio, un cerchio può essere equivalente ad un quadrato, 
un triangolo ad un rettangolo, ec. 

Il nome di figure uguali sarà solamente proprio di quelle che 
poste l’una sull’altra coincidono in tutti i loro punti, e le quali 
perciò non hanno solo le superficie uguali , ma si ancora la stes- 
sissima forma; tali sono, per esempio , due cerchi i cui raggi sia- 
no uguali, due triangoli che hanno i loro lati rispettivamente u- 
guali, cc. 

Veramente questa idea di figure che abbiano uguali superficie 
senza che possano combaciare l’una con l’altra, cioè di forme 
differenti, non si concepisce forse cosi agevolmente senza bisogno 
di dimostrazione. Ma del resto l’esistenza di tali figure sarà di- 
mostrala fin dalla prima proposizione di questo libro. 

II. Si comprende chiaramente che duo poligoni potrebbero es- 
sere equiangoli fra loro senza avere i loro lati nè uguali ciascuno 
a ciascuno, nò generalmente proporzionali ; come pure si com- 
prende che potrebbero avere i loro lati rispettivamente uguali o 
proporzionali senza essere equiangoli fra loro. Infatti si potreb- 
bero inclinare alcune linee rette 1' una all’ altra e formare un po- 
ligono tale che tutti i suoi angoli siano rispettivamente uguali a- 
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gli angoli di un dato poligono; ma i lati di questi angoli si po- 
trebbero prendere di lunghezza arbitraria, cioè che non siano nò 
uguali ciascuno a ciascuno nè proporzionali ai lati del poligono 
dato. Al contrario potrebbesi prendere un numero di linee rette 
uguale al numero dei lati di un dato poligono, e tali queste rette 
che siano uguali o proporzionali ai lati di quel poligono, indi in- 
clinarle arbitrariamente fra loro, da formarne un poligono non 
equiangolo al primo. 

Due poligoni potrebbero essere insieme equiangoli ed avere i 
lati proporzionali; ma l’esistenza di tali poligoni ha bisogno di 
essere dimostrata , come faremo in appresso ; e si determinerò 
pure che posizione debbono avere Mali proporzionali rispetto agli 
angoli uguali. 

Due triangoli si dicono simili quando sono equiangoli fra loro, 
per lo che si sa già cbe basta che abbiano due angoli rispettiva- 
mente uguali a due angoli. 

Due poligoni si dicono simili quando sono composti del mede- 
simo numero di triangoli simili ciascuno a ciascuno e similmen- 
te disposti , e formati dalle diagonali tirale dal vertice di un me- 
desimo angolo ai vertici di luti’ i rimanenti angoli. 

Che siano possibili tali poligoni è cosa evidentissima e che pun- 
to non abbisogna di dimostrazione. In seguilo si dimostrerà che i 
poligoni simili sono appunto quelli che hanno angoli uguali e lati 
proporzionali ; e che questi lati proporzionali sono i lati omologhi, 
cioè quelli che hanno la medesima posizione ne’due poligoni, che 
sono adiacenti ad angoli uguali. Di pili si dimostrerà che due po- 
ligoni non potrebbero essere equiangoli fra loro ed avere i lati 
proporzionali , senza che questi lati non fossero omologhi, cioè 
che i soli poligoni simili hanno angoli uguali e lati proporzionali. 

HI. Si chiamano archi simili, settori simili, segmenti simili que- 
gli archi, quei settori e quei segmenti che in cerchi differenti cor- 
rispondono ad angoli al centro uguali. 

Questi archi , questi settori e questi segmenti si chiamano cosi 
perchè serbano lo stesso rapporto alle rispettive circonferenze. 
Cosi si considerino gli archi simili BC, DE ( fig. 92 ), è chiaro che 
si ba la proporzione (15,2 ): 
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angolo A: 4 retti " arco BC: circonferenza AB 

bo espresso con circonferenza AB, la circonferenza che ha per rag- 
gio AB. Parimenti si ha 

angolo O : 4 retti :: arco DE : circonferenza OD. 

Ora essendo l’angolo A r= O , le due prime ragioni di queste 
proporzioni sono le stesse; onde le altre due ragioni sono uguali, 
e formeranno la proporzione : 

arco BC : circonferenza AB ;; arco DE : circonferenza OD. 

È chiaro ebe quello che si è detto degli archi contiene ugual- 
mente ai settori BAC, ODE, ed ai segmenti BC , DE. 

IV. L’altezza di un parallelogrammo è la perpendicolare EF 
(Gg. 93) , che misura la distanza de’ due lati opposti AB , CD presi 
per basi. 

E facile vedere che nel romboide e nel rettangolo le due altez- 
ze sono diOerenti , secondo che si cangiano le basi ; nel rombo e 
quindi nel quadralo sono le stesse. 

V. L ’ altezza di un triangolo è la perpendicolare AD (Gg. 94) ab- 
bassata dal vertice di un angolo A sul lato opposto BC preso per 
base. 

Qui pure si vede agevolmente che in un triangolo scaleno se- 
condo che mutasi la base , le tre altezze sono differenti ; nel trian- 
golo isoscele le due altezze abbassate sui due lati uguali sono u- 
guali ; e per conseguenza nel triangolo equilatero le tre altezze 
sono le stesse. 

VI. V altezza di un trapezio è la perpendicolare EF (fig. 95) che 
misura la distanza dei suoi due lati paralleli, che si sogliono qua- 
si sempre prendere per basi. 

VII. L’ aia o la snperGeie di una Ggura sono due voci presso 
che sinonimo; ma 1’ aia esprime più particolarmente la quantità 
superGcialc della Ggura in quanto eli’ essa è misurala o paragona- 
ta ad altre snperGeie. 
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PROPOSIZIONE PRIMA. — TEOREMA. 

/ parallelogrammi che hanno basi uguali ed altezze uguali 
sono equivalenti. 

Si dispongano le due basi uguali in modo che formino la sola 
reità AB (fìg. 96); cosi poiché i due parallelogrammi ABCD, ABEF 
suppongonsi avere la medesima altezza, le loro basi superiori DC. 
FE saranno situate sopra una medesima linea retta parallela ad 
AB. Ora si ha, per la natura dei parallelogrammi , AD = BC, co- 
me lati opposti, ed AF = BE; e per la medesima ragione si ha 
DC=AB ed FE = AB; dunque DC = FE ; epperó, togliendo dalla 
stessa linea retta DE una volta DC, un’altra volta la sua uguale 
FE , i resti CE e DF saranno uguali. 

Segue da ciò che i due triangoli DAF , CBE sono equilateri fra 
loro e per conseguenza uguali. 

Ora se dal quadrilatero ABED si sottragga il triangolo ADF resta 
il parallelogrammo ABEF; e se dallo stesso quadrilatero ABED si 
tolga il triangolo CBE, resta il parallelogrammo ABCD; ma i due 
triangoli DAF, CBE si sono dimostrati uguali , dunque dalla me- 
desima superficie si è tolta prima un’altra superficie e poi una se- 
conda uguale; dunque le due rimanenti superficie sono uguali , 
cioè i due parallelogrammi ABCD, ABEF sono equivalenti ; come 
bisognava dimostrare. 

Corollario. Ogni parallelogrammo ABCD (fig. 97 ) è equivalen- 
te al rettangolo ABEF di uguale base ed uguale altezza. 

PROPOSIZIONE IL - TEOREMA. 

Ogni triangolo è la metà del parallelogrammo cheha uguale 
base ed uguale altezza. 

Infatti è chiaro che il triangolo ABC ( fìg. 98) è la meli del pa- 
rallelogrammo ABCD che ha l’istessa base o l’istessa altezza; per- 
chè i due triangoli ABC, ACD sono uguali (29, 1 ). 

Lo stesso avverrebbe di ogni altro parallelogrammo che avesse 
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la medesima base e la medesima altezza , perchè esso sarebbe e- 
qnivalentc al parallelogrammo ABCD. 

Corollario I. Tra questi parallelogrammi ci ha pure il rettan- 
golo BCEF; dunque ogni triangolo è metà del rettangolo che ha 
uguale base ed uguale altezza. 

II. S’ inferisce immediatamente da ciò che due triangoli i quali 
hanno uguali basi ed uguali altezze sono equivalenti. 

Scolio. Allorché più triangoli ABF, AFG, AGA, AIIC (fig. 125) 
hanno lo stesso vertice A e le basi BF, FG, CH, HC sopra una me- 
desima linea retta , hanno la medesima altezza ; perchè questa è 
la perpendicolare abbassata dal punto A sulla retta BC. 

Dunque se si voglia dividere un triangolo qualunque ABC in un 
certo numero di parli uguali , basterà dividere in quel numero di 
parli uguali un lato qualunque BC e poi congiungere i punti di 
divisione col vertice dell’ angolo opposto A; perchè allora lutti i 
triangoli successivi che ne nascono, avendo basi uguali e l’altezza 
comune, saranno equivalenti. 

PROPOSIZIONE III.— TEOREMA. 

Due rettangoli di uguali altezze stanno fra loro come le basi. 

Siano ABCD, AEFD ( fig. 99 ) due rettangoli che abbiano per 
altezza comune AD; io dico che essi stanno fra loro come le loro 
basi AB, AE. 

Suppongasi da prima che le basi AB, AE siano commensurabili, 
c che stiano , per esempio , fra loro come 7 a 4. Se dividesi AB in 
7 parti uguali , AE conterrà 4 di queste parti; si elevi da ciascun 
punto di divisione la jterpendicolare alla base ; si formeranno cosi 
sette rettangoli parziali, i quali saranno uguali fra loro, perocché 
avranno basi uguali ed altezze uguali. Il rettangolo ABCD conter- 
rà quattro di questi triangoli , dove che AEFD ne contien sette ; 
dunque il rettangolo ABCD sta al rettangolo AEFD come 7 a 4 , 
ovvero come AB ad AE. Dello stesso ragionamento farebbesi uso 
per qualunque altro rapporto commensurabile diverso da quello 
di 7 a 4 ; dunque è chiaro che qualunque sia questo rapporto com- 
mensurabile, si avrà sempre: 
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ABCD: AEFD AB: AE 

Suppongasi in secondo luogo che le basi AB, AE ( fig. 100) sia- 
no incommensurabili fra loro; dico che si avrà medesimamente 

ABCD : AEFD “ AB : AE. 

Infatti se questa proporzione non è vera , rimanendo gli stessi i 
tre primi termini , il quarto sarà o maggiore o minore di AE. Sup- 
poniamo che ne sia maggiore e che si abbia 

ABCD: AEFD;; AB : AO. 

S’immagini divisa la linea retta AB in parti uguali minori di 
EO; vi sarà almeno un punto di divisione I tra E ed 0; da questo 
punto si elevi sopra AI la perpendicolare IK; le basi AB , AI sa- 
ranno commensurabili tra loro, e quindi, secondo quello che si è 
or ora dimostrato , si avrà 

ABCD : AIKD " AB : AI. 

Ma si ha , per ipotesi , 

ABCD: AEFD ;; AB: AO. 

In queste due proporzioni gli antecedenti, sono gli stessi; dun- 
que i conseguenti sono proporzionali , e si avrà 

AJKD: AEFD ;; AI: AO. 

Ora si vede che AO è maggiore di AI ; dunque perché quest’ul- 
tima proporzione fosse vera, bisognerebbe che il rettangolo AEFD 
fosse maggiore del rettangolo AIBD ; ma al contrario , n’ è mino- 
re ; dunque la proporzione è impossibile ; epperò ABCD non pub 
stare ad AEFD come AB ad una linea retta maggiore di AE. 

Con un ragionamento afTatto simile si proverebbe che il quarta 
Eletti, di Geom. 7 
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termine della proporzione non può essere minore di AE ; dunque 
gli è uguale. 

Eppcrò qualunque sia il rapporto delle basi di due rettangoli di 
uguale altezza , questi rettangoli stanno fra loro come le basi. 

Seolio. Si noti che la maniera onde qui dal caso che le basi era- 
no commensurabili , si è passato a quello in cui elle erano incom- 
mensurabili è analoga a quella impiegata nel secondo libro, dove 
si è dimostrato che nel medesimo cerchio o in cerchi uguali gli an- 
goli al centro stanno fra loro nel medesimo rapporto ohe gli archi 
eh’ essi intercettano sulle circonferenze. Noi perciò quante altre 
volle dovremo fare simili dimostrazioni , tratteremo il solo caso 
che le quantità siano commensurabili, perchè è facilissimo da 
queste due proposizioni di vedere in che modo si passerebbe al 
caso in cui elle siano incommensurabili. 

PROPOSIZIONE IV.— TEOREMA. 

> 

Bue rettangoli qualunque stanno fra loro come i prodotti, 
delle basi per le rispettive altezze. 

Siano due rettangoli qualunque ABCD, AECF (fig. 101 ); dico 
che si avrà ABCD : AECF AB x AD; AE x AF. 

Si dispongano questi due rettangoli in modo che gli angoli in A 
siano opposti al vertice-, si prolunghino i lati CE, CD fino a che s’in- 
contrino in H. 1 due rettangoli ABCD, AEHD hanno la medesima 
altezza AD ; essi dunque , in virtù del teorema precedente, stanno 
fra loro come le basi AB , AE ; parimente i due rettangoli AEHD, 
AECF , avendo la medesima altezza AE, stanno fra loro come le 
basi AD, AF. Si avranno dunque così le due proporzioni : 

ABCD : AEHD ” AB . AE. 

AEHD : AEGF " AD: AF. 

Moltiplicando queste due proporzioni per ordine . ed osservan- 
do che il termine AEHD può essere omesso , come fattor comune 
£Ì due termini della prima ragione , si avrà 
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ABC» : AEGF :: AB X A» : AE X AF; 

la quale proporzione esprime appunto ciò che si voleva dimo- 
strare. 

Scolio. Adunque poiché l'aia di un rettangolo cangia nel mede- 
simo rapporto in cui cangia il prodotto della sua base per l’altez- 
za , si potrà prendere questo prodotto per misura del rettangolo , 
purché intendasi per questo prodotto quello de’ due numeri che 
rappresentano il numero di unità lineari contenute nella base , e 
il numero di unità lineari contenute nell’ altezza. 

Da altra parte questa misura non è mica assoluta, ma solamen- 
te relativa ; ella suppone che si valuti medesimamente un altro 
rettangolo misurando i suoi lati colla stessa unità lineare -, ottien- 
si cosi un secondo prodotto, ed il rapporto di questi due prodotti 
è uguale a quello de’ due rettangoli , secondo la proposizione che 
si èqui dimostrata. f . 

Per esempio, se la base del rettangolo A è di 3 unità lineari e la 
sua altezza di 10, il rettangolo sarà rappresentato dal numero 
3 X 10—30, numero che cosi isolato non ha significato alcuno; 
ma se si ha un secondo rettangolo B la cui base sia di dodici uni» 
tà e 1’ altezza di 7, essendo esso cosi rappresentato da 7 x 12 = 
84 , si conchiude che i due rettangoli A e B stanno fra loro come 
30 ad 84; dunque se si convenisse di prendere il rettangolo A per 
l’ unità di misura superficiale, il rettangolo B avrebbe allora per 
84 84 

misura assoluta», cioè conterrebbe — - di unità superficiali. 

JU ol) 

È più ordinario e più semplice di prendere il quadralo per l’u- 
nità di superficie , e si sceglie il quadralo il cui lato ó l’unità di 
lunghezza; allora la misura che noi abbiamo considerata sempli- 
cemente come relativa, diviene assoluta ; per esempio, il numero 
30, col quale abbiamo misurato il rettangolo A, rappresenta 30 
unità superficiali, cioè 30 quadrati i cui lati siano uguali all’uni- 
tà lineare. Ciò è reso sensibile nella fig. 102. 

Per tali considerazioni si confonde spessissime volte in geome- 
tria il prodotto di due linee retlfc col loro rettangolo ; e questa e- 

spressione è anche passai^ in aritmetica per dinotare il prodotto 

• 
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di due numeri disuguali, come si adopera anche quella di quadra- 
to per esprimere il prodotto di un numero moltiplicato per sè me- 
desimo. 

Ora è chiaro che tutte quelle proprietà dimostrate nell'algebra 
circa i numeri considerati come prodotti di due altri si cangeran- 
no in altrettante proposizioni geometriche, le quali possono con- 
siderarsi come gii dimostrate. Nel cangiare quelle proposizioni al- 
gebriche nell’ enunciato geometrico altro non si dovrà fare se non 
sostituire all’ espressione prodotto di due numeri quella di rettan- 
golo di due linee rette , perchè infatti , come abbiamo veduto, que- 
sto esprime il prodotto di due numeri quando essi rappresentano 
due linee rette. Adunque si ponno considerare come vere le pro- 
posizioni: 1“ se quattro linee rette siano proporzionali il rettangolo 
delle due che fanno da termini estremi i equivalente al rettangolo di 
quelle che fanno da termini medi; 2° te una linea retta sia media prò. 
porsionale tra due altre linee rette, il suo quadrato é equioalente al 
rettangolo delle altre due; 3’ allorché una linea retta é la somma di 
due altre linee rette, il suo quadrato e uguale al quadrato di queste 
rette, più il doppio rettangolo di una per l'altra ; infatti questa pro- 
posizione non è che la traduzione della formola già dimostrata in 
algebra: ( a+6)’=a*4-2a6-f 6’; 4° allorché una linea retta sia la 
differenza di altre due linee rette. Usuo quadrato é uguale alla som. 
ma dei quadrati di queste rette, meno il doppio rettangolo di una per 
l’altra; ciò corrisponde alla formola algebrica (a — by=a' + b ' — 
2 ab ; 5° il rettangolo che ha per base la somma di due linee rette e per 
altezza la loro differenza i uguale alla differenza de’ quadrati di que 
ste rette; infatti è nota la formola algebrica (a+6)(a— 6)=a’ — b'- f 
6°. se una linea retta é doppia di un’altra, il quadrato della prima é 
quadruplo del quadrato della seconda; se una linea, retta è tripla d,- 
un’altra il quadrato della prima é nonuplo di quello della seconda , 
e così di seguilo; è noto infatti che i quadrati de’numeri 1. 2. 3 ec* 
sono 1,-4, 9 ec. E cosi potrebbe ancora enunciarsi una infinità di 
proposizioni simili ; ma queste di cui si è fatta menzione sono più 
da notare che tutte le altre. ^ , ■ 

In geometria si ba però ancora Montaggio di poter dimostrare 
tali proposizioni,- indipendentemente dal considerare le linee rette 
espresse in numeri , e dal servirsi cosi dcJlo dimostrazioni già fat- 
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te Dell’algebra; ai possono, dico, costruire convenevolmente que- 
sti tali rettangoli e quadrati, e paragonarli fra loro per istabilire 
le enunciate proposizioni, come si verrà facendo in appresso. 

PROPOSIZIONE V. — TEOREMA. 

IJ aia di un parallelogrammo qualunque è uguale al 
prodotto della sua base per la sua altezza. 

Infatti Ogni parallelogrammo ABCD ( fig. 97 ) è equivalente al 
rettangolo ABEF che ha la stessa base AB e la stessa altezza BE 
( prop. 1 ) ; ora questo rettangolo ha per misura AB xBE ( prop. 
4) ; dunque AB xBE è uguale all’aia del parallelogrammo ABCD. 

Corollario 1. 1 parallelogrammi di uguali basi stanno fra loro 
come le loro altezze, e i parallelogrammi di uguali altezze stanno 
fra loro come le basi ; perchè se si abbiano tre quantità qualun- 
que A, B, C, si ha generalmente AxC:BxC“ A:B;ora que- 
sto fattore comune C dei termini della prima ragione potrebbe 
rappresentare la base o l’altezza comune de’ due parallelogrammi. 

Scolto I. Sia, per esempio, 5 la base di un parallelogrammo, 7 
la sua altezza, la sua aia sarà di 35 unità superficiali. Ora è chia- 
ro che questa unità superficiale , che , come abbiam già veduto , 
è un quadralo che ha per lato l’unità lineare, non si potrebbe gra- 
ficamente portare 35 volte esattamente nel dato parallelogrammo, 
stante la forma di questo parallelogrammo; essa unità superficia- 
le però si potrebbe portare esattamente 35 volte nel rettangolo 
equivalente. 

li. La proposizione dimostrata inchiude la seguente; due paral- 
lelogrammi equivalenti di uguali basi hanno la stessa altezza . e 
viceversa. * 

III. Si noti che se la proposizione presente si fosse potuta dimo- 
strare senza bisogno delle antecedenti, queste sarebbero state tan- 
te conseguenze di essa; ma qui è stato forza seguire il medesimo 
metodo che abbiamo fatto osservare innanzi; cioè partire dal caso 
più particolare, eh’ è quello della proposizione I, e poi percorren- 
do a mano a mano i più generali, giungere al più generale di tut- 
ti , eh’ è questo della proposizione presente. 
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PROPOSIZIONE VI. — TEOREMA. 

L aia di un triangolo è uguale al prodotto della sua base 
per la metà della sua altezza. 

Imperocché il triangolo ABC ( fig. IO) ) è la metà nel paralle- 
logrammo ABCE, che ha la stessa base BC e la stessa altezza AD; 
ora la superficie del parallelogrammo ABCE ha per misura BCX 
AD,' per ciò che si è dimostrato nella proposizione precedente; dun- 
que quella del triangolo ABC ha per misura .^BC x AD, o, ch’à 

lo stesso , BC X 5 AD. 

Corollario. Due triangoli di uguali altezze stanno fra loro come 
le basi, e due triangoli di uguali basi stanno fra loro come le al- 
tezze; epperò se i triangoli sono equivalenti ed abbiano uguali 
basi , avranno pure uguali altezze , e viceversa. 

Seolio I. Supponiamo che 3 sia la base di un triangolo. 8 la sua 
altezza, 3X^, cioè 12 sarà la sua aia; ora si osservi anche qui 
che il quadrato eh’ è l' unità superficiale non potrebbe portarsi 
nell’ aia del triangolo 12 volte, per la forma del triangolo; esso 
però si potrebbe disporre 12 volte esattamente nel rettangolo equi- 
valente che ha per base la base del triangolo e per altezza la metà 
dell’altezza. 

II. Questa proposizione ne fornisco il mezzo di dividere l’aia di 
un triangolo in un dato numero di parli che serbino l’una all’altra 
un determinato rapporto. Se , per esempio , si voglia dividere il 
triangolo ABC (fig. 125) in quattro parti che stiano 1’ una all’ al- 
tra in data ragione , si dividerà la base BC in quattro parli che 
stiano fra loro nelle ragioni date, e si congi ungeranno i punti 
F, G, H di divisione col vertice A; così i triangoli ABF, AEG, AGII, 
AHC, avendo la medesima altezza , stanno Ira loro come le rispet- 
tive basi BV, FG, GB, HC. cioè nelle ragioni date. Come poi si di- 
vida una retta in parti che stiano l’ una all’altra in data ragione 
è un problema che sarà risoluto in appresso. 

III. Poiché l’aia di un triangolo è uguaio al rettangolo della ba- 
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tc per la metà dell’ altezza, potendosi prendere indifferentemente 
per base del triangolo qualunque suo lato; si deduce che il ret- 
tangolo di un lato per la rispettiva altezza è equivalente ai ret- 
tangolo di un altro lato per l’ altezza rispettiva. Da ciò è facile 
inferire che in un triangolo qualunque i lati stanno tra loro in 
ragion reciproca delle rispettive altezze. 

PROPOSIZIONE VII. — TEOREMA. 



U aia del trapezio i uguale alla tua altezza moltiplicata 
per la semisomma delle sue basi parallele. 



Sia il trapezio ABCD, (fig. 105), di cui EF sia l’altezza, ed 
AB , CD i suoi due lati paralleli che soglionsi particolarmente 
prendere per basi; dico che l’aia del trapezio è uguale ad EF 
moltiplicata per la semisomma delle due rette AB, CD; il che si 



esprime cosi ABCD — EF x 




. Non bisogna 



dimenti- 



care che, per quello che si è veduto innanzi, il trapezio viene 
cosi ad essere equivalente al rettangolo che ha per lati adiacenti 



EF ed 



AB+CD 



; e che però la sua aia contiene tante unità o par- 



ti di unità superficiali, quanto è il prodotto dei due numeri che 
rappresentano questi due lati. 

Dal punto I medio del lato CB, si meni K.L parallela al lato op- 
posto AD, si prolunghi DC fino a che incontri, come dee necessa- 
riamente fare, KL. 

Nei due triangoli IBL, ICK si ha il lato IBr=IC per costruzio- 
ne , l’angolo LIB=sCIK, e l’angolo 1BL=ICK, poiché CK e BL 
sono parallele ( 21 , 1 ) ; dunque questi triangoli sono uguali 
(7, 1 ); adunque il trapezio ABCD è equivalente al parallelo- 
grammo ADKL, comesi vede togliendo dall’intiera figura DABIK 
una volta il triangolo IBL ed un’altra volta il suo uguale ICK; 
dunque il trapezio ABCD ha per misura EF xAL. 

Ora, essendo AL=DK, e nei triangoli uguali IBL, ICK il lato 
BL=CK, sarà AB +CD=AL -f DK— 2\L, e rosi AI, è la semi- 
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somma delle basi AB, CD; dunque il trapezio ABCD=EFX 
^ AB + CD j 

Scolio. Se dal punto I medio di BC, si meni IH parallela alla 
base AB , il punto H sarà anche medio di AD , perocché la figura 
AHIL è un parallelogrammo, al pari di 1IIK.D, per essere i lati op- 
posti paralleli; si ha dunque AH = IL, e DH— IK; ora IL=IK, 
poiché i triangoli Bit, CIK. sonosi dimostrati uguali; dunque 
AH = DII. 



Anco si può osservare che la linea retta IH— rAT.-s 



AB + CD 
2 



» 



dunque l’aia del trapeziosi può anche esprimere con EFXHI; 
ella è dunque uguale all’altezza del trapezio moltiplicata per la 
linea retta che congiungc i punti medi delle basi non parallele. 

Ma nella pratica la prima misura è da preferire alla seconda ; 
perchè in quest’ ultima per trovare la retta HI vi è bisogno della 
rostruzionc per dividere i due lati non paralleli per metà , dove 
che nella prima le due basi parallele sono date insieme col tra- 
pezio. 



PROPOSIZIONE Vili. — TEOREMA. 



Allorché una linea retta è la somma di due altre linee rette, il 
suo quadralo è uguale alla somma dei quadrati di queste rette, 
più il doppio rettangolo diana nell’altra. 

Sia la linea retta AC ( fig. 106 ) divisa nelle due parti AB , BC ; 
dico che il quadrato fatto sopra di AC conterrà il quadralo fatto 
su di AB , piò il quadrato fatto su di BC , più due volte il rettan- 
golo^ AB in BC, il che si esprime cosi: AC 2 o ( AB + BC) 2 = AB 
+ BC a + 2ABX BC. 

S’ immagini costruito il quadrato ACDE , si prenda AF— AB , e 
conducasi Bn parallela ad AE ed FG parallela ad AC. 

Il quadrato ACDE è cosi diviso in quattro parti: la prima ABIF 
è il quadrato fatto su di AB, perchè si è preso AF=AB; la secon- 
da IGDH è il quadralo fatto su di BC; perchè essendo AC=AE, ed 
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AB=AF, la differenza AC — AB è uguale alla differenza AE — AF, 
cioè BC=EF ; ma a cagione delle parallele IG=BC e DG=EF; 
dunque HIGD è uguale al quadrato fatto su di BC. Sottraendo que- 
ste due parti insieme dal tutto ACDE, rimangono i due rettangoli 
BCGI, EF1H, i quali sono fra loro uguali, avendo entrambi ma- 
nifestamente per misura ABXBC; dunque il quadrato fatto sopra 
AC , ec. 

PROPOSIZIONE IX. — TEOREMA. 



Se una linea retta è la differenza di due altre linee rette, il suo 
quadrato è uguale alla somma de' quadrati di queste rette, me- 
no il doppio rettangolo di una nell'altra. 

Sia la linea retta AC (Gg. 107) la differenza delle due AB, BC; 
dico che il quadrato fatto su di AC conterrà il quadrato di AB, più 
il quadrato di BC, meno il doppio rettangolo di AB in BC. 

S’ immagini costruito il quadrato ABIF, si prenda AE=AC, si 
tiri CG parallela a BI, IIK parallela ad AB, e compiasi il quadrato 
EFLK. 

I due rettangoli CBIG, GLK.D hanno ciascuno per misura ABX 
BC; se si tolgano insieme questi due rettangoli dall'intiera Ggura 
ABILKEA, che ha per valore AB +BC , è chiaro che resterà il 
quadrato ACDE; dunque ec. 

PROPOSIZIONE X. — TEOREMA. 



Il rettangolo che ha per base la somma di due linee rette, e pei • 
altezza la loro differenza è uguale alla differenza dei quadrati 
di queste rette. 

Sia la linea retta AC (fig. 108) la somma delle due AB, BC; pren- 
dendo BK=BC, sarà AX la differenza di queste due AB, BC ; ora 
io dico che il rettangolo di AK. in AC uguaglia il quadrato di AB 
meno il quadrato di BC. 
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Costruiti su di AB ed AJL ì quadrati AB1F, AKDB, 6Ì prolunghi 
EH di una quantità HTc=BC, e si compia il rettangolo ACLE; que- 
sto rettangolo , come si redo , è appunto quello di AB+BC in 
AB— ACÀ.- 

Questo rettangolo ACLE è composto visibilmente di due parti 
ABHE, HBCL; e la parte HBCL è uguale al rettangolo EDGF, per- 
chè BH=DB, e BC=KF ; dunque ACLE=ABHE+EDGF. Ora que- 
ste due parti formano il quadrato ABIF fatto sopra AB meno l’ al- 
tro DHIG fatto su di BC; dunque final mente(AB+ BC) X ( AB— BC)= 
AB 1 — BC 7 . ' 

* Abbiamo veduto già che questa proposizione corrisponde alla fonsola alge- 
brica (o-s-ò) (o— J)=o* — A 1 , come pure che le due precedenti corrispondono ri- 
spettivamente alle due(a-*-A)*r=a*-t-A*-t-iaà I (a — ò)*=a’+i* — ah 1 } ed ivi abbia- 
mo and» veduto che queste proposiziooi potevano considerarsi come già dimo- 
strate, senza il bisogno delle dimostrazioni geometriche che ne abbiamo qui da- 
te. Ora faremo osservare che vi tono moltissime altre proposizioni simili a que- 
ste tre , cioè corrispondenti a forinole che ti possono dimostrare nella moltipli- 
cazione algebrica , e nelle qnali però le quantità non aiano che o moltiplicate a 
due a due fra loro o elevata ciascuna a quadrato ; eh’ è quanto dire in cui i ter- 
mini non siano che di secondo grado. Ma siccome nell'algebra fra tutti i teoremi 
che potrebbonsi dimostrare con tali foratole non si fa parola te non delle tre 
dette dianzi , che sono le più notevoli , cosi pure in geometria si fa solo menziona 
delle tre proposizioni ad esse tre foratole corrispondenti , e che però cono mede- 
simamente più notevoli di tutta le altre proposizioni simili. b» qnali altre pro- 
porzioni , essendo vere le foratole corrispondenti , potino considerarsi anche va- 
re, ed c facilissimo tradurne l' enunciato dal linguaggio algebrico nel geometrico; 
se poi la dimostraaione si vorrà laro indipendentemente dalle foratole algebriche, 
basterà costruire convenevolmente quei tali rettangoli e quadrati di cui si par- 
la, e la proposizione analogamente a ciò che di sopra si è fatto, sarà visibile. Eu- 
clide nel ano secondo libro , oltre le tre da noi trattate, fa menzione anche di va- 
rie altre proposizioni simili ; la ragione è che gli antichi non possedendo la Ines 
suprema dell’ algebra , che classifica le cose geometriche e ne determios la natu- 
ra , riguardavano le verità della geometria coma tanti fotti staccati , e facean te- 
soro , coma di cosa stupenda e rara, di ognuna di esse verità , nè la rigettavano, 
comechè alcuna volta superflua , dai trattati elementari; ma oggidì chi volesse 
comprendere negli elementi tutte le innumerevoli bellissime proposizioni che sen- 
za i sudori dei Pitagora e degli Archimedi , ma con un solo ingegnoso maneggio 
dell’algebra ai potuto trovare e dimostrare, firebbe opera infinita. B qui ci cade 
in acconcio di osservare che anche le dimostrazioni sintetiche delle proposizioni 
dimostrate dagli antichi, si dimostrano ora in un modo assai più semplice ed eie- 
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PROPOSIZIONE XI . — TEOREMA. 



In un triangolo rettangolo il quadralo dell’ ipotenusa è uguale 
alla somma dei quadrati dei cateti. 



Sia ABC (fig. 109) un triangolo rettangolo in A; costruiti i qua- 
drati sui suoi tre lati, si abbassi dal vertice dell’angolo retto sul- 
l’ ipotenusa la perpendicolare AD, che si prolungherà sino in E ; 
si tirino in ultimo le diagonali AF, CH. 

L’ angolo ABF è composto dall’angolo ABC più l’angolo retto 
CBF; l’ angolo CBH è composto dello stesso angolo ABC più 1’ an- 
golo retto ABH; dunque l’angolo ABF = HBC. Ma AB = BH, co- 
me lati del medesimo quadrato , e BF=BC per la stessa ragione ; 
dunque i triangoli ABF , HBC hanno un angolo uguale compreso 
tra lati uguali; dunque ei sono uguali (6, 1). 

11 triangolo ABF è la metà del rettangolo BDEF, (o per brevità 
BE) che ha la stessa base BF e la medesima altezza BD (prop. 2). 



gante , e si collegano assai più convenientemente le uno alle altre, e meglio se ne 
mostra la corrispondenza , e si determina la natura di ciascuna; il che procede in 
tutto dalle dimostrazioni trovale innanzi coll' algebra. 

È palese da tali considerazioni che chi ancora si ostinasse a volere stndiare od 
insegnare Euclide sarebbe come un insensato che potendo camminare speditamen- 
te colle sue gambe e cogli occhi aperti, a 1 incapasse a dispetto di volere strasci- 
narsi colle grncce e con una benda agli occhi. 

Ritornando alle proposizioni riportate da Euclide nel ano secondo libro oltre 
le tre da noi trattate , è facile vedere che le forinole corrispondenti sono: per la 
i*,(a-t-4-t-c...) ns=ram-t-é/n-t-cm... ; per la z*, a _p(o-f-4) b, per la 

3*, (a-t-4) a=a*-s-a4; la 4* è la prima delle tre da noi dette; per la 5*, (o-t-è) +• 
(a — b)b- t-4*=a»; per la 6*, (a a-*-4) 4-«-a*=(a-t-4)»jper la 7",(a-+-4)*-!-b»=z (a-s-4) 
4+o» ; per l’8‘, [{o-t-4)+b]»=(a+4)»+b*+4 a4; per la 9 *, 

=a 8 -«-6*ipcr la io - , = a* -♦“(<*+&)*. Ora ognun vede 

formole simili potrebbonsi formare , e quindi quante altre proposizioni geome- 
triche corrispondenti , oltre quelle riportate da Euclide. Per esempio , nella fine 
della geometria ne abbiamo formale varie altre, dandone le enunciazioni c le for- 
inole algebriche corrispondenti. 
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Il triangolo HBC è parimente la metà del quadrato AH; perocché, 
essendo l’ angolo BAC retto al pari di BAL, AC ed AL non forma- 
no che una sola linea retta parallela a HB ; dunque il triangolo 
HBC ed il quadrato AH, che hanno la base comune BH, hanno an- 
che 1’ altezza comune AB ; dunque il triangolo è la metà del qua- 
drato. 

Si è dimostrato già il triangolo ABF = HBC ; dunque il rettan- 
golo BDEF doppio del triangolo ABF è equivalente al quadrato 
AH, doppio del triangolo HBC. In simil modo si dimostrerà che il 
rettangolo CDEG è equivalenteal quadrato Ai; ma i due rettangoli 
BDEF, CDEG, presi insieme, formano il quadrato BCGF; dunque 
il quadrato BCGF, fatto sull’ ipotenusa, è uguale alla somma dei 
quadrati ABHL, ACIK, fatti sopra gli altri due Iati; o, in altri ter- 
mini, BC 1 ==AB 1 +AC 1 . 

Corollario I. Dunque in un triangolo rettangolo il quadrato di un 
cateto è uguale al quadralo dell" ipotenusa meno il quadrato dell’ al- 
tro cateto ; il che si esprime cosi: AB =BC 2 — AC • 

II. In un triangolo rettangolo il quadrato dell’ ipotenusa sta al qua- 
drato di un cateto, come V ipotenusa al segmento adiacente. Chiamia- 
mo qui segmento la parte dell’ ipotenusa determinata dalla perpen- 
dicolare abbassata dal vertice dell’angolo retto. 

Infatti si è dimostrato che il quadrato AH è equivalente al ret- 
tangolo BDEF; ora a cagiono della comune altezza BF, il quadra- 
to BCGF sta al rettangolo BDEF come la base BC sta alle base BD ; 
dunque , come si voleva dimostrare 

BC 1 : AB* BC :BD. 

Similmente si proverebbe 



BC 1 . AC 1 :: BC : CD. 

ITI. In un triangolo rettangolo i quadrali dei cateti stanno fra 
loro come i segmenti adiacenti. Perocché i rettangoli BDEF, DCGE, 
avendo la medesima altezza , stanno fra loro come le basi BD , 
CD. Ora questi rettangoli sonosi dimostrati equivalenti ai quadrati 
AB 1 , AC i ; dunque 
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AB^ÀC* :: BD : DC. 

IV. In un triangolo rettangolo un cateto i media proporzionale 
Ir.a l’ ipotenuta e il segmento adiacente. Infatti essendosi dimostra- 
to il quadrato AH equivalente al rettangolo BDEF , si ha AB 2 = 
BC X BD ; dalla quale espressione si ricava 

BD:AB::àB:BC; 
come si voleva dimostrare. Parimenti si ba 

DC: AC:: AC:BC. 

V- La perpendicolare è media proporzionale tra i due segmenti 
adiacenti. Poiché nel triangolo rettangolo ABD, si ha AD 2 =AB 2 — 
BD J ;ma AB a =BC X BD e BC X BD = (BD+ DC) BD =BD 2 + 

BDXDC; dunque AD 1 = BD X DC + BD* — BD*, cioè ÀD^BD 
+ DC; d’onde si ricava 

BD : AD :: AD : DC.. 

VI. Sia ABCD (Og. 1 18) un quadrato, AC la sua diagonale ; il 
triangolo ABC essendo rettangolo e isoscele, dà ÀC* = AB 2 + * 
BC I = 2AB’; dunque in un quadrato o il quadrato della diagona- 
le i doppio del quadralo del lato. 

Questa proprietà può essere resa sensibile , menando dai punti 
A e C le parallele a BD, e dai punti B e D le parallele ad AC ; si 
formerà un nuovo quadrato EFGH che sarà il quadrato di AC. Ora 
si vede che EFG1I contiene otto triangoli uguali ad ABE,eche 
ABCD ne contiene quattro; dunque il quadrato EFGH è doppio 
di ABCD. 

Poiché AC : AB :: 2 : 1 , si avrà estraendo la radice quadrata 
da tutti i termini, AC : AB : 1 ; dunque la diagonale di un 

quadralo è incommenturabiìe col tuo lato. 

Ma di ciò si farà parola più a lungo in altro luogo. 

Scolio. I tre lati di un triangolo rettangolo potrebbero essere 
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espressi in numeri; allora si avrebbe il quadrato del numero che 
rappresenta l’ ipotenusa uguale alla somma dei numeri cbe espri- 
mono i cateti. Tali sono i numeri a, 4, 5, perchè 5’ =3* + 
4*= 25. 

Questa proprietà dei tre nnmeri 3, 4 e 5 ci può far risolvere in 
altra guisa il problema già trattato innanzi di elevare la perpen- 
dicolare ad una linea retta dalla sua estremità senza prolungare 
questa linea retta. Sulla data retta EF (fig. 33) si prendano a par- 
tire dal punto E 4 parti consecutive uguali, che formino la retta 
EF ; indi col centro E e con un raggio uguale a tre di queste parti 
si descriva un arco ; col centro F e con un raggio uguale a cin- 
que di queste parli si descriva un altro arco; si congiunga il 
punto D , dove è chiaro che questi archi dovranno incontrarsi , 
col punto E , e DE sarà la perpendicolare richiesta. Perchè il tri- 
angolo DEF ha il lato DF = 5, il lato DE = 3, il lato EF = 4 , 
dunque esso è rettangolo in E. 



« Per vedere quali alano le condizioni perchè Ire numeri fossero tali che il 
quadrato di uno aia uguale alla somma de’quadrati degli altri due, ai noti che 
(a*-t-4“)*=(a* — ò*)*-t-(3aò)*; questa uguaglianza diverrà un' identità eseguendo 
le operazioni indicate nel primo e nel secondo membro. Adunque ae a* -|- é* è 
l'ipotcnusa di un triangolo rettangolo , i dne cateti saranno a* — è* e zai; laonde 
potremo stabilire la regola seguente: Per formare tre numeri tali che il quadrato 
di uno sia uguale alla somma dei quadrati degli altri due , ti sommino due qua- 
drati qualunque ; questa somma sarà il primo numero; degli altri due numeri 
uno sarà la differenza dei quadrati presi, l'altro il doppio prodotto delle radici . 
Si vede infatti che i numeri 3, 4 , e 5 detti di sopra adempiono a tate condizione, 
perchè 3 è uguale alla somma dei due quadrati i e 4 ; 3 è uguale alla loro diffe- 
renza , e 4 è aguale al doppio prodotto delle loro radici , cioè — jx ( a X » ) ; ai 
vede anche da ciò che questi tre numeri tono i più semplici perchè 104 sono i 
due più piccoli quadrati ; ed è però che soglionsi più specialmente dare per e- 
acmpio. 

A proposito del triangolo rettangolo noi invitiamo i nostri lettori , provetti 
nell’ analisi a leggere nella Théorie des nombres del hegendre , n* 5ai la dimo. 
atrszione del bel teorema del Fermai che l'aia di un triangolo rettangolo in nu- 
meri interi non potrebbe essere un quadrato. 
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PROPOSIZIONE XII. — TEOREMA. 

In un triangolo qualunque il quadralo del lato opposto ad un 
angolo acuto è uguale alla somma dei quadrati degli altri due 
lati, meno il doppio rettangolo di uno di questi lati in quella 
parte eh’ è compresa tra il vertice dell' angolo acuto e tra il 
piede della perpendicolare abbassata dal vertice dell’angolo op- 
posto. 

Sia un triangolo qualunque ABC (Gg. 1 1O e 1 1 1); io dico che il 
quadrato del lato AB opposto ad un angolo acuto C è uguale alla 
somma dei quadrali degli altri due lati AC, BC, meno il doppio 
rettangolo di uno BC di questi lati nella parte DC compresa tra il 
vertice dell’ angolo acuto C ed il piede D della perpendicolare AD 
abbassala dal vertice dell’angolo opposto; il che si esprime cosi : 
AB 1 = AC 1 + ¥C 2 — 2BC X CD. 

Si possono dare due casi. 1° Se la perpendicolare AD (fig. 1 1 1) 
cade dentro del triangolo ABC, allora nel triangolo rettangolo 
ABD, in virtù del teorema precedente, si ha ÀB'* = AD^+BD 1 * 

ma, essendo BI> = BC — CD, si ha BD 2 = BC 2 +7H) 2 2BCX 

CD (prop. 9); dunque AB 2 = AD 2 + BC* + CÌ) 2 — 2BC X CD , 
cioè , osservando che nel triangolo rettangolo ADC si ha Ad"* 

CD —AC ,sarà, come si voleva dimostrare, AB 2 r=AC?j-Bfi 2 

2BC X CD. 

2.“ Se la perpendicolare AD cade fuori del triangolo ABC ( fig. 
10), allora nel triangolo rettangolo ADB si ha AB a =AD 1 + jjq 2 • 

ma BD=CD— BC, e per conseguenza BD 3 =CD' t -j-BC : ‘ 2BCXCD- 

dunque sarà AB 2 =ÀD 3 + CD 2 + BC* — 2BC_x CD ; ed osser - 
vando che nel triangolo rettangolo ADC si ha AD 3 + CD 2 = AC 2 > 
sarà finalmente, come prima, AB 2 = AC 2 + BC 2 — 2BC x CD. 

Scolio. Si 6 detto che nel triangolo rettangolo il quadrato di un 
cateto è uguale al quadrato dell’ ipotenusa meno il quadrato del- 
P altro cateto; ora questa proposizione può essere considerata co- 
me un caso particolare della presente. Infatti quando il triangolo 
ABC (fig. 1 1O e 1 1 1) divien rettangolo, la retta AB rota intorno il 
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punto A per mettersi su di AD , e cosi BC sarà divenuta uguale a 
DC ; quindi il rettangolo BC X CD si ridurrà a CD 2 ; e cosi appli- 
cando il teorema ora dimostrato al cateto AD che si oppone all'an- 
golo acuto C si avrà AD =AC 2 +CD 2 — 2CD xCD, cioè AD 2 = 
ÀC 2 — CD 2 - 



PROPOSIZIONE XIII. — TEOREMA. 

In un triangolo ottusangolo il quadrato del lato opposto all' an- 
golo ottuso è uguale alla somma dei quadrati degli altri due 
lati più il doppio rettangolo di uno di questi lati in quella 
parte del suo prolungamento eh’ è compresa tra il vertice del- 
V angolo acuto e il piede della perpendicolare abbassala dal 
t:ertice dell' angolo opposto. 

Sia il triangolo ABC (Gg. 110) ottusangolo in B; io dico che 
sarà AC 2 = AB 2 + BC 2 + 2BD X BC. 

Prima di tutto si è avuta già occasione innanzi di vedere che la 
perpendicolare AD dee cadere fuori del triangolo ABC. Ora nel 
triangolo rettangolo ADC si ha AC 2 =AD 2 + DC 2 ; ma DC=DB-j- 
BC, e q uindi DC 1 =DB 2 4- BC 2 + 2BD x BC ; dunque AC 2 =AD 2 -f 
DB 2 +BC 2 + 2BD x BC. cioè AC 2 = AB 2 + BC 2 _+ 2BD x BD , 
osservando che nel triangolo rellangoloADBsihaAD +DB~r=AB 2 . 

PROPOSIZIONE XI y— TEOREMA. 

Se in un triangolo il quadrato di un lato è uguale alla somma 
de’ quadrati degli altri due, il triangolo è rettangolo ed è pro- 
priamente retto V angolo compreso da qtusti due lati. 

Infatti se questo angolo non fosse retto dovrebbe essere o acuto 
od ottuso, ed allora, in virtù delle due proposizioni precedenti, 
il quadrato del primo lato sarebbe minoro o maggiore della som- 
ma dei quadrati degli altri due ; il che è contro l’ipotesi ; dunque 
P angolo è retto. 

Potrebbesi anche fare la dimostrazione indipendentemente dai 
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due teoremi precedenti nel modo cbe segue. Sia ABD ( Gg. 28) il 
triangolo in cui si abbia ab’ = All" + BD 3 ; si tiri DC perpen- 
dicolare ad AD, si prenda DCr=BDo si congiunga AC. Nel triangolo 
rettangolo ADC si ha AC J =A1) J +1»C’ ; dunque AB* = AC ’ , e i 
due triangoli ACD, ABD sono uguali. Dunque l’angolo ADC=ADB 
= l' retto. 

Scolio. Questa proposizione è reciproca della XI. Le reciproche 
delle due antecedenti sono manifestamente vere. ' 

FBOPOSIZIONE XV. — TEOREMA. 

In un triangolo qualunque se si congiunge il vertice di un ango- 
lo col punto di mezzo del lato opposto , sarà la somma dei qua- 
drali degli altri due lati uguale al doppio quadrato della con- 
giungente piti il doppio quadrato della metà del lato. 

Sia il triangolo ABC (Og. 112), in cui sia congiunto il vertice 
dell’angolo A col punto E medio del lato BC; dico cbe si avrà AB 7 -p 

ac’=2Àtì'+2bk\ 

' È chiaro ila tutte queste proposizioni che quando sono dati i tre lati di un 
triangolo è facile di conoscere la natura di ciascun suo angolo. Infatti si prende- 
ranno le perpcndioolariDEed EF ( fig. 33) uguali ai due lati minori , c si con- 
giungeri DF ; secondo che il terzo lato sarà uguale, maggiore o minore di DF 
l* angolo K sarà retto, ottuso o acuto. 

Che se i lati sian dati in numeri , ai faranno i quadrati di questi numeri , c se- 
condo che il maggiore sarà uguale , maggiore o minore della somma dei due al- 
tri , l'angolo opposto sarà retto, ottuso o acuto. 

Anche, dati in numeri i tre lati di un triangolo, se ne può trovare col calcolo 
una altezza qualunque; e quindi l’aia del triangnlo.In fatti chiamando a,b,c i Ire 
lati di un triangolo ed x il segmento adiacente all’ angolo opposto al lato che si 
considera , si ha a*=4 , -t-c !1 +aò ar ; nel caso che il lato a è opposto all’ angolo ot- 
tusosi prenderà il segno -+-, se all’aculo il seguo — ,sc al retto si prenderà x—.o. 

Ora da questa lormola si ha > espressione che sapreste 

comodissima mente ai logaritmi. Ora, chiamando A l’altezza , prendendo il 

lato b per base , si ha A*=c*— ad* , e quindi h=\f (c-t-aj (c—7); ma il segmento 
* si è espresso iunanzi per mezzo dei lati ; dunque A sarà espressa medesimamente 
per mezzo dei lati. 

Trovala cosi l’ altezza A c conoscendosi la base b si avrà l’aia del triangolo. 

Eleni, di Geom. 8 
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Si abbassi su BC la perpendicolare AD; il triangolo AEC darà 
pel teorema XII, 

ÀC* =ÀE 2 + fc 1 — 2EC X ED- 

" « 

Il triangolo ABE darà pel teorema XIII, 

ÀB^AÉ’ + EB 2 + 2EB X ED. 



Dunque sommando membro a membro ed osservando che EB = 
EC, si avrà , 

AB' + AC 1 = 2AE’ + 2EB\ 

« 

Se il triangolo ABC ( Gg. 28) , fosse isoscele e propriamente si 
avesse AB= AC, allora la stessa retta AD che conginnge il verti- 
ce col punto di mezzo della base, sarebbe la perpendicolare a BC; 
e quindi il teorema sarebbe manifesto, perchè AB =AD_ +.BD > 
c AC J =. AD^ -f DC ; eppcrò AB 1 + AC = 2A1>’ -f 2BD . 

Corollario. Dunque in ogni parallelogrammo la somma dei qua- 
drati dei lati è uguale alla somma dei quadrati delle diagonali. 

Perocché le diagonali AC, BD (Cg. 1 13) si tagliano scambievol- 
mente per metà nel punto E (32, 1); dunque, pel teorema qui di- 
mostrato , nel triangolo ABC si ha 

ÀB J + BC J = 2ÀK* =2BE\ 

Il triangolo ADC dà parimente 

AD* + DC* =2AÉ* + 2DE\ 

Sommando membro a membro, ed osservando che BE = DE , 

si avrà _ 

AB’ + AD 1 + DC 2 + BC 2 = 4AE 2 + 4D£ 2 . 

Ma 4ÀÈ* è il quadralo di 2AE ovvero di AC;4DE 2 è il quadra- 
lo di BD ; dunque la somma dei quadrali dei lati è uguale alla 
somma dei quadrati delle diagonali. 
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PROPOSIZIONE XTI. — TEOREMA. 

Im linea retta menata in un triangolo parallelamente ad un lato 
divide i due rimanenti lati in parti proporzionali. 

Nel triangolo ABC (Gg. Ili) sia tirala DE parallela al lato BC; 
dico che si avrà AD ; DB”AE : EC. 

Si congiunga BEeDC; i due triangoli BDE, DEC hanno la stes- 
sa base DE, e la slessa altezza, poiché i vertici B e C sono situali 
sopra una medesima parallela alla base; dunque questi triangoli 
sono equivalenti (prop. 2). 

Ciò posto, i triangoli ADE, BDE, il cui vertice comune è E, 
hanno la medesima altezza, eppcrò stanno fra loro come le basi 
AD, DB ; cosi si ha 

ADE ; BDE” AD ; DB. 

1 triangoli ADE, DEC, il cui vertice comune è D , hanno simil- 
mente la stessa altezza , e quindi stanno fra loro come le basi AE, 
EC ; il che si esprime colla proporzione 

ADE : DEC”AE : EC. 

Ma il triangolo BDE si è dimostrato equivalente al triangolo 
DEC; dunque a cagione del rapporto comune in queste due pro- 
porzioni, se ne deduce 

AD : DB ” AE : EC. 

Corollario I. Facendo il componendo in quest’ ultima' proporzio- 
ne si ha AD + DB : AD” AE -f AC : AC, ovvero AB : AD” AC ; 
AE ; ed anche sarà AB ; BD ” AC ; CE. 

II. Se tra due linee rette AB, CD (Gg. 1 15) si menino quante pa- 
rallele ti vogliano AC, EF, GII, BD, cr; queste due rette saranno ta- 
gliate in parli proporzionali e si acni AE ; CF”EG ; FI!” GB * HD. 

lufatti sia O il punto dove queste rette AB, CD s’incontrano; 
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nel (riangolo OEF, nel quale la linea retta AC è menata parallela- 
mente al lato EF, si avrà OE ; AE ” OF : CF, ovvero OE : OF : 
AE ; CF.Nel triangolo OCU, si avràsimilmenteOE ; OF;;EG;FH, 
dunque, a cagione del rapporto comune ’ OE ; OF, queste due 
proporzioni dònno AE ; CF " EG : FH. Nello stesso modo si di- 
mostrerà che EC : FH " GB ; OD , o cosi di seguito ; dunque le 
rette Ali, CD sono tagliate in parti proporzionali dalle parallele 
AC, EF, GII, ec. 

Se poi le rette AB, "CD fossero parallele, allora , nascendo tanti 
parallelogrammi, i cui lati opposti sono uguali, quelle proporzioni 
sono medesimamente vere, anzi si cangiano in altrettanti identità. 

PROPOSIZIONE XVII. — TEOREMA. 

Reciprocamente se una linea rella divide in parli proporzionali 
due lati di un Iriantjnlo, sarà parallela al terzo lato. 

Nel triangolo ABC ( fig. 116) si abbia AD ; DB;;AE : F.C; dico 
che DE è parallela a BC. 

Imperocché se non è , supponiamo che DO ne sia una ; allora , 
secondo il teorema precedente, si avrà AD ; DB ” AO ; OC. Ma , 
per ipotesi , AD ; DB “ AE ; EC ; dunque avrebbesi AO ; OC ” 
AE l EC; proporzione impossibile, perocché da una parte I’ ante- 
cedente AE è maggiore di AO, dall’altra il conseguente EC è mino- 
re di OC ; dunque la parallela a BC tirata dal punto D non può 
essere differente da DE; dunque DE è questa parallela. 

Scolio I. La conclusione sarebbe la stessa se si supponesse la 
proporzione AB ; AD ;; AC ; AE. Perocché questa proporzione 
darebbe AB — AD ; AD :: AC — AE ; AE, o BD ; AD ;; CE : AE. 

II. Congiungendo a due a due i punii medi dei lati di un triango- 
lo, questo triangolo sarà diviso in quattro triangoli uguali; e cia- 
scuno di essi sarà equilatero isoscele, o scaleno, secondo eh’ è equila- 
tero, isoscele o scaleno il triangolo totale. ' 



1 Anzi non solamente ciascuno di quei quattro triangoli c della stessa specie 
del totale, ma gli è ancora simile. Ma ciò non potrvasi mettere nell* numi iati», 
non essendosi ancora fatto parola dei triangoli simili* 



Digitized by Google 




PARTE I — LIBRO III 



117 



Infatti essendo cosi divisi a due a due i lati in parti proporzio- 
nali , le congiungenli ED, EF, DF (Gg. 121) sono rispettivamente 
parallele ai lati BC, AC, AB. Cosi, paragonando a due a due i quat- 
tro triangoli AED, EDF, BEF, DFC, si trovano sempre equilateri 
fra loro , a cagione dei parallelogrammi AEFD, EBFD, EFCD, nei 
quali i lati opposti sono uguali; dunque questi quattro triangoli so- 
no fra loro uguali. 

E poi facilissimo di vedere che secondo che il triangolo ABC sa- 
rà equilatero, isoscele o scaleno, ciascuno di questi quattro trian- 
goli sarà similmente equilatero isoscele o scaleno. 

III. Congiungendo i punti dimezzo dei lati adiacenti di un quadri- 
latero qualunque, nasce sempre un parallelogrammo. Infatti tirando 
una diagonale, essendo da ulta parte e dall’altra di essa divisi 
proporzionalmente i due lati che metlon capo alle sue estremità , 
le congiungenti saranno parallele alla diagonale eh’ è baso comu- 
ne dei due triangoli , e quindi parallele fra loro. 

PUÒ POSIZIONE XVIII. — TEOREMA. 

La linea retta che divide per metà l’angolo di un triangolo, divi- 
de il lato opposto a questo angolo iti due segmenti proporzio- 
nali ai due lati adiacenti. 

Nel triangolo BAC (fig. 117) la linea retta AD divida l’angolo 
BAC per metà ; dico che si avrà BD ; DC “ AB : ÀC. 

Si prolunghi AB di una quantità AE = AB, e si congiunga EC. 
Nel triangolo isoscele AEC si avrà l’angolo AEC=ACE; ma l’an- 
golo esterno BAC = AEC + ACE = 2ACE; dunque ECA = CAD 
eh’ 6, per ipotesi metà di BAC; ma questi angoli sono alterni; dun- 
que AD e parallela ad EC, e quindi si avrà la proporzione 

bd : dc :: ba : ae ; 

e sostituendo ad AE la sua uguale AC, sarà, come si voleva dimo- 
strare 

bd : dc :: ab : ac. 

> ' 



V 
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Scolio 1. Si è già veduto un caso particolare di questa proposi- 
zione nel primo libro quando si è detto che la linea retta che di- 
vide l’angolo al vertice di un triangolo isoscele in due parti ugua- 
li* .li, divide anche per metà la base. 

II. La reciproca della proposizione presente ò anche vera , cioè 
se li divida un lato di un triangolo in due parti proporzionali ai due 
lati adiacenti, la linea retta che congiunge il punto di sezione col 
vertice dell’angolo opposto dividerà questo angolo per metà. 

Fatta la medesima costruzione, la dimostrazione sarà manifesta. 

PROPOSIZIONE XIX. — TEOREMA . 

Due triangoli minili, cioè equiangoli, hanno i lati omologhi 
proporzionali. 

Siano ABC, CDE (fig. 1 19) due triangoli che abbiano i loro an- 
goli rispettivamente uguali, cioè BAC=CDE, ABC=DCE, c quin- 
di ACB = DEC; io dico che i lati omologhi cioè adiacenti agli an- 
goli uguali sono proporzionali , in modo che si avrà BC * CE;; 
AB ; CD ;; AC ; DE. 

Si dispongano per dritto l’uno appresso dell’altro i lati omolo- 
ghi BC, CE, e si prolunghino i Iati BA,ED tino a che s’incontrino, 
com’ è chiaro che dovranno fare , in un punto F. 

Scndo BCE una linea retta, c l’angolo BCA=:CED,cioé Tester* 
ne uguale all’ interno ed opposto , ne segue che AC è parallela a 
DE. Parimente, poiché l’angolo ABC= DCE, AB è parallela a DC; 
dunque il quadrilatero ACDF è un parallelogrammo.Ora nel trian- 
golo BFE la linea retta AC è parallela al lato FE , c quindi si ha 
BC ; CE ;; BA ; AF ( prop. 16). In luogo di AF mettendo la sua 
uguale CD, si avrà BC ; CE ;; BA ; CD. 

Nel medesimo triangolo BFE , si ha CD parallela al lato BF, e 
quindi si ha la proporzione BC ; CE ;; FD ; DE. In luogo di FD 
mettendo la sua uguale AC, si avrà 

BC: CE” AC; DE 
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Finalmente da queste due proporzioni che hanno il rapporto : 
BC ; CE di comune, si cava l’ altra proporzione 

ac : de :: ba : cd. 

Adunque i due triangoli simili BAC , CDE, hanno i lati omolo- 
ghi proporzionali. 

Scolio. Si osservi che nei triangoli simili i lati omologhi sono 
opposti agli angoli uguali ; cosi essendo l’ angolo ACB = DEC , il 
lato AB è omologo a DC; parimente AC e DE sono omologhi come 
opposti agli angoli uguali ABC, DCE; dunque conoscendosi gli an- 
goli uguali, si conosceranno cosi i lati omologhi , e si formeranno 
tosto le proporzioni : 

ab : dc :: ac : de ;; bc : ce. 

» 

PROPOSIZIONE XX. — TEOREMA. 

Due triangoli che hanno i lati omologhi proporzionali som 
equiangoli e quindi simili. 

t 

■ Suppongasi che 6Ì abbia BC ; EF ;; AB ; DE " AC ; DF (fig. 
120); dico che i triangoli ABC, DEF avranno gli angoli uguali, cioè 
A = D,B = E, C = F. 

Facciasi al punto E l’ angolo FF.C = B, e al punto F 1’ angolo 
EFC = C, il terzo G sarà uguale al terzo A, e i due triangoli 
ABC, EFG saranno equiangoli; dunque si avrà, pel teorema pre- 
cedente, BC ; EF AB*s EG; ma per ipotesi , BC : EF"AB * DE; 
dunque EG=DE. Si avrà pure, per lo stesso teorema, BC ; EFi: 
AC ; FG;ora si ha, per ipotesi, BC ; EF”AC ; DF;dunqueFG=DF; 
dunque i triangoli EOF, DEF hanno i loro tre lati rispettivamente 
uguali, epperò sono uguali. Ma, per costruzione, il triangolo EGF 
è equiangolo al triangolo ABC; dunque anche i triangoli DEF, ABC 
sono equiangoli cioè simili, come bisognava dimostrare. 

Scolio I. Da queste due ultime proposizioni 6 manifesto che nei 
triangoli 1’ uguaglianza degli angoli 6 una conseguenza della pro- 
porzionalità dei lati, e reciprocamente. Il simile non avviene nei 



t 
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poligoni di più di tre Iati; come già si é veduto chiaramente nelle 
definizioni. 

II. Le due proposizioni precedenti insieme con quella del qua- 
drato deU’ipolenusa,sono le più momentose e le più fecondi della 
geometria; esse bastano quasi sole a tutte le applicazioni ed alla 
risoluzione di lutti i problemi. La ragione 6 che tutti i poligoni 
possono dividersi in triangoli, ed un triangolo qualunque in due 
triangoli rettangoli, dei quali esso è la somma o la differenza. E 
cosi le proprietà generali dei triangoli racchiudono implicitamen- 
te quelle di tutti i poligoni. 

III. Si noli qui che gli angoli uguali sono opposti ai lati propor- 
zionali; il che forma la proposizione reciproca dello scolio del teo- 
rema precedente. 

PROPOSIZIONE XXI. — TEOREMA. 

Dtte triangoli che hanno un angolo uguale ad un angolo e i lati 
che comprendono il primo , proporzionali ai lati che compren- 
dono il secondo , sono simili. 



Sia l’angoloA=D(Gg. 122),e suppongasi cho si abbia AB ; DE;; 
AC ; DF ; dico cho il triangolo ABC 6 simile al triangolo DEF. 

Prendasi AG = DE ed AH = DF , e congiungasi CH ; essendo 
l’angolo A— I), e i due lati AG, AH rispettivamente uguali ai due 
DE, DF, i due triangoli AGII, DEF sono uguali. Ora essendo, per 
ipotesi, AB ; DE ;; AC ; DF; sostituendo a DE, DF le loro uguali 
AG> AH, si avrà AB ; AG ;; AC ; AH ; dunque GII 6 parallela a 
BC (prop. 17) , epperò l’angolo esterno AGH è uguale all’ interno 
ed opposto B, e parimente AHG=C; dunque il triangolo AGH , e 
quindi anche il suo uguale D£F è simile ad ABC, come bisognava 
dimostrare. 
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PROPOSIZIONE XXIL — TEOREMA. 

Due triangoli che hanno i loro lati rispettivamente paralleli , 
o rispettivamente perpendicolari sono simili. 

1. ° Se il lato AB (fig. 123) è parallelo a DE, e BC ad EF , l’ an- 
golo ABC sarà uguale a DEF (28, 1) ; se di più AC è parallelo a 
DF, l’angolo ACB sarà uguale a DFE, ed anco BAC a EDF ; dun- 
que i triangoli ABC, DEF sono equiangoli; dunque essi sono simili. 

2. ° Sia il lato DE (fig. 124) perpendicolare ad AB; ed il lato DF 
ad AC ; nel quadrilatero A1DH i due angoli I ed H saranno retti; i 
quattro angoli valgono insieme quattro angoli retti (2C, I) ; dun- 
que i due rimanenti IAH, IDH, presi insieme , valgono due angoli 
retti. Ma i due angoli EDF, ID1I, come adiacenti, valgon pure duo 
angoli retti ; dunque l’ angolo EDF is uguale ad IAH o BAC ; pari- 
mente se il terzo lato EF è perpendicolare al terzo BC, si dimostre- 
rà che l’angolo DFE=C, e DEE— ti; dunque i due triangoli ABC, 
DEF , i quali hanno i lati rispettivamente perpendicolari sono si- 
mili. 

Scolio I. Nel caso dei Iati paralleli , i lati omologhi sono i lati 
paralleli, e in quello dei lati perpendicolari, sono i Iati perpendi- 
colari ; infatti i lati omologhi sono quelli che si oppongono agli 
angoli uguali ; ora nei due casi accennati si vede che agli angoli 
uguali si oppongono appunto i lati paralleli o perpendicolari. 

Il caso dei lati perpendicolari potrebbe offrire una situazione 
relativa dei due triangoli differente da quella eh’ è supposta nella 
fig. 124; ma l’uguaglianza degli angoli rispettivi si dimostrerebbe 
sempre sia con quadrilateri comeAIDH, di cui due angoli sono 
retti , sia col paragone di due triangoli che, con angoli opposti al 
vertice, avrebbero ciascuno un angolo retto. Del resto, si potreb- 
be sempre supporre che siasi costruito dentro del triangolo ABC 
un triangolo DEF , i cui lati siano paralleli a quelli del triangolo 
che si paragona ad ABC ; ed allora la dimostrazione rientrerebbe 
nel caso della fig. 124. 

II. Dalla proposizione dimostrata è chiaro che se abbiansi due 
triangoli simili e si disponga un lato dell’ uno perpendicolarmente 
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o parallelamente al/uo omologo nell’ altro, gli altri due lati del 
primo si disporranno anche rispettivamente perpendicolari o pa- 
ralleli ai loro omologhi nel secondo. 

PROPOSIZIONE XXIII. — TEOREMA. 

Le linee rette menale come si voglia in un triangolo dal vertice di 
un angolo qualunque dividono il lato opposto a questo angolo 
ed ogni sua parallela compresa fra gli altri due lati in parli 
proporzionali. 

Nel triangolo ABC (fig. 125) sia DE parallela a BC, e dal vertice 
A dell’angolo opposto siano condotte comunque le rette AF, AG, 
ec. 5 dico che si avrà DI : BF ” IK : FG” K.L ; GII, cc. 

Perocché, essendo DI parallela a BF, il triangolo ADI è equian- 
golo ad ABF, e si ha la proporzione DI * BF;;A1 ; AF ; parimente 
IK essendo parallela ad FG, si ha AI : AF”IK : FG; dunque a ca- 
gione della ragione di comune AI ; AF, si avrà DI ; BF"I& ’. FG. 
Si troverà similmente IK ; FG KL ; CD, cc; dunque la linea 
retta DE 6 divisa nei punti I, K, L, come il lato E nei punti F,G,1I. 

Corollario. Dunque se BC fosse divisa in parli uguali nei ponti 
F, G, lì, la parallela DE sarebbe divisa parimente in parti uguali 
nei punti I, K, L. ' 

PROPOSIZIONE XXIV. — TEOREMA. 

Se in un triangolo rettangolo dal vertice dell'angolo retto si ab- 
bassi la perpendicolare sull' ipotenusa, i due triangoli parziali 
che nasceranno saranno simili al tutto , e quindi anche simili 
fra di loro. 

Imperocché i triangoli BAD, BAC (fig. 126) hanno l’angolo co- 
mune B; di più l’angolo BDA=BAC perchè ambidue retti; dunque 

1 Su questo principio c fondata la costruzione dille scale-, ma noi non c’iutrat- 
teremo su di ciò , per non fare gettito di tempo in cose superflue; bensì indiriz- 
zeremo i nostri lettori al Fraucieur ( Cours rompici de Mathcm. pure:-. Céom. 
u’ 2ao), o al Lacroi* (Géométiie, n° 71). 
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il terzo BAD dell’uno è uguale al terzo C deH’altro; dunque que- 
sti due triangoli sono equiangoli e quindi simili. In simil modo si 
dimostrerà che il triangolo DAC è simile al triangolo BAC; dunque 
i tre triangoli sono equiangoli c però simili fra di loro. 

Corollario I. Poiché il triangolo BAD è simile al triangolo BAC, 
i loro lati omologhi sono proporzionali. Ora il lato BD del trian- 
golo minore è omologo a BA nel maggiore , perchè essi sono op- 
posti agli angoli uguali BAD , BCA ; l’ ipotenusa BA del primo è 
omologa.aH’ ipotenusa BCdcl secondo; dunque si può formare la 
proporzione BD ; BA;;BA ; BC. Si avrebbe similmente DC ; AC” 
AC ; BC; dunque ciascuno dei cateti AB, AC è media proporziona- 
le tra V ipotenusa e il segmento adiacente a questo lato. 

II. La simiglianza dei triangoli ABD , ADC, dà , paragonando i 
lati omologhi BD : AD;;AD . DC ; dunque la perpendicolare AD c 
media proporzionale tra i segmenti BD, DC dell’ ipotenusa . 

III. La proporzione BD C AB” AB : BC dà, uguagliando il pro- 
dotto degli estremi a quello dei med[, AB 1 = BD X BC. Si ha pa- 
rimente AC 1 =: DC X BC, dunque AB + AC =BDXBC + DCX 
BC ; il secondo membro è lo stesso che ( BD + DC ) X BC , e si ri- 
duce a BC X BC ovvero BC‘; dunque si ha AB* + AC 2 =BC 2 . Ep- 
però in un triangolo rettangolo il quadralo dell’ ipotenusa è uguale 
alla somma dei quadrali dei cateti. 

IV. Le uguaglianze AC 2 = DC X BC , c AB~ = BD X BC , ci 
dànno AC 2 ; AB 2 ”DC ; BD; cioè in un triangolo rettangolo i qua- 
drati dei cateti stanno fra loro come i segmenti adiacenti 

V. La proporziono qui trovala AB* ; AC"”BD ; DC . componen - 
do, ci dà AB 2 + AC* : AC 2 :;BD +DC : DC, ovvero BC 2 ; AC 2 ; : 
BC * DC ; dunque il quadrato dell’ ipotenusa sta al quadrato di un 
cateto come l’ ipotenusa sta al segmento adiacente a questo cateto. 

Scolio. Tutti questi corollari formano la proposizione XI con 
tutti i suoi corollari, e noi ci saremmo perciò dispensati di ripe- 
terli qui nuovamente, se non avessimo dovuto ciò fare a fine che 
il lettore ponesse mente ad alcune osservazioni di non lieve mo- 
mento. 

La prima è che la proposizione del quadralo dell’ipotcnusa è , 
a parlar propriamente , una conseguenza della proporzionalità 
dei lati nei triangoli equiangoli. Di maniera che le proposizioni 
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fondamentali della geometria riduconsi , per dir cosi , a questa 
sola , che i triangoli equiangoli hanno i lati omologhi propor- 
zionali. 

L’ altra è che spesse volte accade , come se n’ 6 veduto qui un 
esempio , che ricavando alcune conseguenze da una o da più pro- 
posizioni , si ricade sopra alcune proposizioni già dimostrate. In 
generale ciò che precipuamente caratterizza i teoremi geometrici, 
e eh’ è una pruova incontrastabile della loro certezza , si è che 
combinandoli fra loro in un modo qualunque , purchò i ragiona- 
menti che si fanno siano leggittimi, si giunge sempre a risulta- 
menti esatti. Il simile non accadrebbe se qualche proposizione 
fosse falsa , o non fosse che presso a poco vera ; cosi avverrebbe 
spesso, che , combinando le proposizioni fra loro, l’errore accre- 
scercbbesi e diverrebbe sensibile. Esempi di ciò veggonsi in tutte 
quelle proposizioni nelle quali si fa uso della riduzione. all’assurdo. 
Queste dimostrazioni, nelle quali si ha per fine di provare che 
due quantità sono uguali, consistono nel fjr vedere, che se fosse 
fra loro la minima disuguaglianza , sarebbesi condotti dal pro- 
gresso del ragionamento in un’assurdità manifesta e palpabile; 
onde si ò forzali a concbiudere che queste due quantità sono u- 
guali. 

Corollario. Se da un punto A (fig. 127 ) della circonferenza si 
menino le due corde AH, AC alle estremità del diametro BC, il 
triangolo BAC sarà rettangolo in A ( 16, 2) ; dunque T la per- 
pendicolare AD abbassala da un punto qualunque della circonferen- 
za sul diametro è media proporzionale tra i due segmenti BD , DC 
del diametro. 

2° La corda AB è media proporzionale tra il diametro BC ed il 
segmento adiacente BD, o, che torna lo stesso, AB = BD X BC. 
Si ha parimenti AC = CD X BC. Da queste uguaglianze si rica- 
verà anche , come prima AB’ ; AC 2 BD ; DC , BC' : AB* ;• 
BC : AB. 



Digitized by Google 



PARTE I — LIBRO 111 



125 



PROPOSIZIONE XXV. — TEOREMA. 

Due triangoli che hanno un angolo uguale ad un angolo stanno 
fra loro come « rettangoli dei lati che comprendono questi an- 
goli. 

In questo caso i due triangoli ABC, ADE (tig. 1*28) possono es- 
ser disposti in modo cbe abbiano l’angolo A di comune ; io dico 
cbe si avrà ABC : ADE”AB X AC : AD X AE. 

Si tiri BE; i due triangoli ABE, ADE, che hanno il vertice di 
comune E, hanno pure la medesima altezza; quindi stanno fra 
loro come le basi AB, AD (prop. 6) , e si ba rosi la proporzione 

ABE : ADE:: AB : AD. 



Si ha parimente 



ABC : ABE:: AC .* AE. 

Moltiplicando queste due proporzioni per ordine ed omettendo 
il fattore ABE cbe vien comune ai termini della prima ragione, 
si avrà 



ABC : ADE:: AB X AC : AD X AE. 

Corollario I. Dunque i due triangoli sarebbero equivalenti , se 
il rettangolo ABXAC fosse uguale al rettangolo AD X AE, ovvero 
se si avesse. AB : AD:: AE AC, il cbe avrebbe luogo se la linea ret- 
ta DC fosse parallela a BE. Si può dunque stabilire che due trian- 
goli che hanno un angolo uguale ad un angolo e i due lati che com- 
prendono il primo reciprocamente proporzionali ai due lati che com- 
prendono il secondo , tono equivalenti. Nella quale proporzione s’in- 
chiudono manifestamente quest’ altre due: 1. Se due triangoli e- 
^uicatrnli hanno un angolo uguale ad un angolo, avranno i due lati 
che comprendono il primo reciprocamente proporzionali ai due che 
comprendono il secondo ; 2. « due triangoli equivalenti hanno due 
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lati reciprocamente proporzionali a due lati, sarà l’angolo compre- 
so dai due primi uguale all’angolo compreso dai due secondi. . 

II. Lo slesso avviene dei parallelogrammi , cioè due, parallelo- 
grammi che hanno un angolo uguale , stanno fra loro come i rettan- 
goli dei tali che comprendono questo angolo. Infatti, siccome la dia- 
gonale divide in due parli uguali un parallelogrammo, cosi si a- 
vrà che i due parallelogrammi staranno come i due triangoli loro 
meli che hanno quell’angolo uguale; dunque cc. 

Di qui segue anche, come dei triangoli, che due parallelogram- 
mi che hannoun angolo uguale compreso fra lati reciprocamente pro- 
porzionali sono equivalenti, e reciprocamente due parallelogrammi 
equivalenti che panno un angolo uguale, avranno i lati che compren- 
dono questo angolo reciprocamente proporzionali. 

Scolio. I casi particolari che i triangoli o i parallelogrammi 
siano equivalenti , come le reciproche , potrebbonsi anche dimo- 
strare indipendcntemcntc'come ha fatto Euclide nelle proposizio- 
ni XIV e XV del suo libro VI ; il quale Euclide per altro male ha 
fatto di non considerar prima il caso generale che i triangoli o i 
parallelogrammi avessero solamente un angolo uguale. 

PROPOSIZIONE XXVI.— TEOREMA. 

Due triangoli simili stanno fra loro come i quadrali 
dei lati omologhi. 

Siano i due triangoli simili ABC, DEE (fig. 122); questi avran- 
no I’ angolo A=D, c i lati che comprendono il primo proporzio- 
nali a quelli che comprendono il secondo. Dall’ uguaglianza dei 
due angoli A e D si ha, pel teorema precedente, la proporzione 

ABC:DEF:: ABX AC :DE XDF; 

e per la proporzionalità dei lati che comprendono questi angoli , 
si ha l’altra proporziono 

AB : DE : : AC : DP. 
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Se si moltiplichi quest’ ultima proporzione termine a termine 
per la identica 



AC : DF : : ÀC : DF, 



ne risulterà 



abxac : dexdf:;ac’ : di’. 



Dunque 



ABC : DEF : : AC* : DF\ 

E però due triangoli simili ABC , DEF , stanno fra loro come i 
quadrati dei lati omologhi AC, DF, o come i quadrati di due altri 
lati omologhi qualunque. 

Scolio. Per esempio, se il Iato AC fosse doppio di DF, il trian- 
golo ABC sarebbe quadruplo di DEF ; parimente se si avesse AC= 
3DF, sarebbe ABC=9DEF, ec. 

PROPOSIZIONE XXVII. — TEOREMA. 

Due poligoni simili hamw gli angoli rispettivamente uguali e i 
lati omologhi proporzionali. 

Siano i duo poligoni ABCDE, FG1IIK (lig 129) simili, cioè sia- 
no i tre triangoli ABC, CAD, DAE simili ai tre FGH, FUI, FKI, e 
similmente disposti, cioè ABC simile ad FGIi, ACD ad Fili ed ADE 
ad FKI; dico che questi due poligoni sono equiangoli fra loro ed 
hanno i lati omologhi proporzionali. 

Infatti per la simiglianza dei rispettivi triangoli si ha l’angolo 
B=C; di pi ù, essendo BC A=CHFc ACD=F HI, si avrà BCA + ACD= 
CHF+FHt, cioè BCD=GHI; similmente si dimostrerà CDE=IiIK; 
E— K e BAErrGFK; onde i due poligoni sono equiangoli. 

Ancora per la simiglianza dei triangoli si ha AB ; FG;*BC : GII 
(prop. 19); di piùBC;;GH ; AC ; F1I ed AC ; FH;;CD ; Ul;dun- 
queUC ; Clt;;CD ; HI; similmcntesi dimostrerà CD ; HI;; DE ; IK 
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c DE ; IK AE : EK ; ora è visibile che questi lati proporzionali 
sono omologhi cioè adiacenti agli angoli che si sono dimostrati 
uguali. 

Dunque due poligoni simili hanno gli angoli rispettivamente 
uguali e i lati omologhi proporzionali. 

Scolio. Da questa proposizione si vede come siano possibili due 
poligoni equiangoli fra loro che abbiano i lati omologhi proporzio- 
nali. Ciò è pure manifesto dalla proposizione seguente: Se ti pren- 
da un punto qualunque dentro di un poligono, e congiuntolo con lutti 
> vertici del poligono , ti prendano sulle congiungenti, prolungate 
anche se ti voglia, altrettante parti proporzionali ad esse congiungenti 
e si uniscano successivamente a due a due le estremità di queste parti 
proporzionali, si formerà un poligono che avrà gli angoli rispettiva- 
mente uguali agli angoli del primo ed i lati proporzionali. Infatti i 
lati di questo secondo poligono vengono ad essere basi di trian- 
goli in cui gli altri due lati sono divisi in parli proporzionali ai 
lati del primo, quando le parti proporzionali siano maggiori delle • 
congiungenli; quando siano minori , al contrario i lati del primo 
sono le basi; nell’uno e nell’altro caso i lati del secondo sono pa- 
ralleli a quelli del primo (prop. 17) , epperò i due poligoni sono 
equiangoli fra loro; quindi anche i lati del primo sono proporzio- 
nali a quelli del secondo. Da ciò pure si può vedere'che due poli- 
goni equiangoli per avere lati proporzionali, questi lati debbono 
essere gli omologhi ’. 

PROPOSIZIONE XXVIII. — TEOREMA. 

Reciprocamente se due poligoni abbiano gli angoli rispettivamente 
uguali ed i lati omologhi proporzionali sono simili. 

I due poligoni ABCDE, FGII1K (fig. 129) abbiano gli angoli ri- 
spettivamente uguali , cioè B=G , BCD=GHI , cc., ed i lati pro- 
porzionali cioè AB * ECl'BC * GH"CD ; III ec.; io dico che que- 

1 Levare un piano non significa altro se non Tonnare un poligono simile ad un 
poligono segnato in questo piano. Dalla proposizione dimostrata di sopra si vedrà 
come dovrà procedere la costruzione quando siano fìssati i punti e gli angoli suf- 
ficienti nel piano che ti vuol levare. 
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sii due poligoni sono simili , cioè sono composti dello stesso nu- 
mero di triangoli simili ciascuno a ciascuno c similmente disposti. 

Dal vertice dell' angolo DAE si tirino le diagonali AC, AD, e dal 
vertice dell’angolo uguale CFK le diagonali FH, FI. 

Essendo, per ipotesi , l’angolo B=G od AB : FG ;; BC ; GH , i 
due triangoli ABC, FGII sono simili (prop. 21); duoque l’angolo 
BCA=GIIF; sottratti questi dagli uguali BCD, GUI, i residui ACD, 
FUI saranno uguali; di più BC ; GII ;; AC ; FU; ma, per ipotesi, 
BC ; GU;;CD ; HI; dunque AC ; Fn;;CD ; ni; epperòi due trian- 
goli ACD, FBI sono simili; in ultimo si vede, come pei primi trian- 
goli , che ADE 6 simile ad FRI. Dunque due poligoni clic abbiano 
i loro angoli rispettivamente uguali , ed i lati omologhi proporzio- 
nali , sono composti dello stesso numero di triangoli simili cia- 
scuno a ciascuno e similmente disposti, cioè sono simili. 

Scolio I. Dalla simiglianza dei triangoli di cui si scompongono 
i poligoni simili, si vede che due diagonali omologhe AC, F1I, cioè 
che congiungono i vertici di angoli omologhi sono proporzionali a 
due lati omologhi qualunque. ' 

II. Si è veduto giù clic se n è il numero dei Iati di un poligono 
2n — 3 è il numero delle condizioni necessarie esuflicienti perchè un 
altro poligono gli sia uguale; ora nei poligoni simili vi è un lato 
ad arbitrio; dunque se n è il numero dei lati di un poligono 2n— 4 
è il numero delle condizioni necessarie c sufficienti perchè un al- 
tro poligono gli sia simile. Ed infatti tante sono appunto le condi- 
zioni che s’inchiudono nella definizione da noi data dei poligoni 
simili. Noi abbiamo detto che due poligoni simili sono quelli che 
sono composti di un medesimo numero di triangoli simili ciascu- 
no a ciascuno, similmente disposti, c formati dalie diagonali tira- 
rate dal vertice di un medesimo angolo; ora se n è il numero dei 
lati di un poligono, n— 2 6 il numero di questi tali triangoli , c le 
condizioni della simiglianza di due rispettivi di essi sono 2, cioè 
che abbiano due angoli rispettivamente uguali a due angoli; duu- 

1 E facile dimostrare dopo ciò la proposizione seguente che non abbiam messa 
nrl testo , come non essenziale: Se tu due polìgoni simili si tirino due linee rette 
similmente disposte , cioè che taglino proporzionalmente i lati omologhi , queste 
due linee rette saranno proporzionali a due lati omologhi qualunque ed ugual- 
mente inclinate ai due lati omologhi che inlersrgano. 

De Anyeiis — Geom. 9 
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quc 2x(n — 2) , cioè 2« — fll è il numero delle condizioni inchiuso 
nella definizione per la simiglianza di due poligoni. 

III. Se si voglia avere un’ idea sensibile di due poligoni simili, 
s’immagini che un poligono qualunque sia guardato con una len- 
te che ingrandisse o impiccolisse gli oggetti; suppongasi, per esem- 
pio, che la lente triplicasse gli oggetti ; allora ciascun lato del po- 
ligono verrebbe triplicato allo sguardo; ma gli angoli non consi- 
stendo nella lunghezza dei lati rimarrebbero gli stessi; onde il po- 
ligono che si vede colla lente 6 equiangolo a quello che vedesi ad 
occhio nudo , ed ha con esso i lati omologhi proporzionali. Ora 
ognun sa che gli oggetti guardati con lenti d’ ingrandimento o 
d’impiccolimento, benché divengano più grandi o più piccoli. con- 
servano sempre la loro forma, perchè le loro parti serbano sempre 
fra loro lo stesso rapporto; dunque perciò pure quei due poligoni 
hanno la medesima forma, e però si dicono simili. 

Anche da questa idea sensibile dei poligoni simili si può com- 
prendere perchè in due poligoni equiangoli fra loro i lati propor- 
zionali debbono essere quelli che sono adiacenti ad angoli uguali.' 

PROPOSIZIONE XXIX.— TEOREMA. 

I perimetri dei poligoni simili stanno fra loro come i lati 
omologhi, c le loro aie come i quadrali di questi lati. 

1. ° Infatti supposti simili i due poligoni ABCDE , FGIUK ( fìg. 
125)), si ha perla proposizione XXVII,AB ^ FG;;BC ; GIl"CD ; III, 
ec. , dunque la somma degli antecedenti AB + BC+Cl), ce. , eh’ 6 
il perimetro del primo poligono , sta alla somma dei conseguenti 
FG-J-CII+III, ec., ch’è il perimetro del secondo, come un antece- 
dente sta al suo conseguente , ovvero come un lato AB sta al suo 
omologo FG. 

2. ° Sendosi supposti simili i due poligoni, i triangoli ABC, FGII 
sono simili; onde si avrà ABC ^ FG1I"AC J * FH* (prop- 2G); pa- 

1 Da quanto si è detto sui poligoni simili è palese die tutta la loro il inerenza 
sta nell* essere costruiti su differenti scale. Se queste scale fossero uguali, i poli* 
goni diverrebbero uguali. 
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rimcntc i triangoli simili ACD; FHI il anno ACD ; Fili:: AC 2 ; FH 2 ; 
dunque, a cagione della ragione comuno AC 2 * FU \ si ha 

abc : fgh:: acd : fhi. 

Con un ragionamento simile si troverebbe 

acd : fgi:: ade : fik. 

c cosi di seguito, se vi fosse un maggior numero di triangoli. Da 
questa serie di rapporti uguali si conchiuderà la somma degli 
antecedenti ABC+ACD+ADE, ovvero il poligono ABCDE,sta alla 
somma dei conseguenti, cioè al poligono FG11IK, come un ante* 
cedente ABC sta al suo conseguente FGII,ovvcrocome AB 2 ; FG 2 ; 
dunque le superficie derpoligoni simili, stanno fra loro come i qua- 
drati dei lati omologhi- 

Corollario. Se si costruiscano tre poligoni simili di cui i lati 
omologhi siano uguali ai tre lati di un triangolo rettangolo, il po- 
ligono costruito sul lato maggiore sarà uguale alla somma degli al- 
tri due; perchè questi tre poligoni sono proporzionali ai quadrali 
dei loro lati omologhi; ora il quadrato dell’ipotennsa è uguale alla 
somma dei quadrati dei cateti; dunque ec. 

PROPOSIZIONE XXX.— TEOREMA. 

Allorché in un cerchio due corde s’ inlersegano le parli dell' una 
sono reciprocamente proporzionali a quelle dell' altra , ovvero 
il rettangolo delle parli dell' una è equivalente al rettangolo di 
quelle dell’ altra. 

Siano AB, CD (fig. 130) due corde che s’intcrscgano nel punto 
0; dico che si avrà AO ; DO;; OC ; OB. 

Congiungansi AC e BD; nei triangoli AGO, BOD gli angoli in 0 
sono uguali conte opposti al vertice ; l’ angolo A è uguale all’ an- 
golo D, perchè sono iscritti nel medesimo segmento (prop. JG,2); 
per la medesima ragione l’ angolo Cz=B; dunque questi triangoli 
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sono simili , e « lati omologhi dànno la proporzione AO ] DO ” 
OC ; OB. 

Da questa proporzione si ha AOxOB=DOxOC; dunque il ret- 
tangolo delle parli dell’una corda è equivalente al rettangolo delle 
parti dell’altra. 

PROPOSIZIONE XXXI. — TEOREMA. 

Se da un medesimo punto preso fuori di un cerchio , si menino 
alcune seganti terminate alf arco concavo , le intiere seganti 
staranno fra loro in ragion reciproca delle loro parli esterne. 

Dal punto 0 (Gg. 131) fuori del cerchio siano condotte le se- 
ganti qualunque OB, OC terminate all’ago concavo; dico che si 
avrà OB ; OC” OD ; OA. 

Infatti congiuogendo AC,BD, i triangoli OAC.OBD hanno l’an- 
golo 0 di comune; di più l’angolo B=C,(prop. 1G, 2), perchè iscritti 
nel medesimo segmento; dunque questi triangoli sono simili , c i 
lati omologhi dànno la proporzione, OB ; OC ” OD ; OA. 

Corollario. Dunque il rettangolo OAXOB 6 equivalente al ret- 
tangolo OCxOl). 

Scolio. Si noti la grande analogia che questa proposizione ha 
con la precedente; ella non ne differisce se non perchè le due cor- 
de AB, CD in cambio d'incontrarsi nel cerchio , s’incontrano di 
fuori. Anco la proposizione che segue può essere considerata co- 
me un caso particolare della presente. 

PROPOSIZIONE XXXII — TEOREMA. 

Se da un medesimo punto preso fuori di un cerchio , si meni la 
tangente terminata al punto di contatto e una segante qualun- 
que terminala all’ arco concavo, sarà la tangente media pro- 
porzionale tra la segante e la sua parte esterna. 

Sia OA (Gg. 132) la tangente ed OC una segante qualunque; di- 
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co che si avrà OC ; OÀ”OA ; OD, o , che vai lo slesso, OA' 
OCXOD. 

Perocché, coogiungendo AD ed AC, i triangoli OAD, OAC, han- 
no l’angolo 0 di comune ; di più 1’ angolo OAD formalo da una 
tangente ed una, corda, ha per misura la metà dell’arco AD 
(prop. 18,2) , e I’ angolo C ha la stessa misura; dunque l’ angolo 
OAD = C ; dunque i due triangoli sono simili , e quindi si ha la 
proporzione OC : OA;:OA ; OD, la quale dà OA^OC X OD. 

N. B. Le cinque proposizioni che seguono non sono di assoluta necessità in un 
primo studio, al (tari di tutte le altre che si troveranno in caratteri miouti. Non 
si sono volute però tralasciare, perchè sono sovente in uso presso ì geometri. La 
terza, ricavata dal trattato di astronomia di Tolomeo detto , per antonomasia , 
dagli antichi Almagesto , è di grande utilità nella trigonometria. La quinta, ch’è 
la XXVI del libro VI di Euclide, è stata aggiunta da noi e dimostrata assai più 
semplicemente, perché potrebbe fornire non poca luce in Meccanica per la dimo- 
strazione sintetica del parallelogrammo delle forze. 

PROPOSIZIONE XXXIII. — TEOREMA. 

Se si divida un angolo di un triangolo per metà , il rettangolo dei 
lati che comprendono questo angolo sarà uguale al rettangolo dei 
segmenti dell* altro lato , più il quadrato della segante. 



Sia ABC (fig. 1 33) un triangolo di cui l’ angolo A sia diviso in due parti uguali 
dalla retta ADj dico thè sarà AP X AC — BDX DC -4- Ali 1 . f 

Si faccia passate una circoufcrenza pei tre punti A, *0,0) si prolunghi AD 
fino alla circonfcieuza e si congiunga CC. 

Il triangolo BAD è simile al triangolo E AC ; poiché, per ipotesi , l’angolo 
EAB — EAC ; inoltre Y angolo B = K , poiché hanno entrambi per misura la 
mela dell'arco AC ; dunque i lati omologhi danno la proporzione BA : AE : : 
AD ; AC , dalla quale si ha BAx AC = AE X AD \ ma AE ~ AD -4- DE, c 
moltiplicando l'un membro ch'altro per AD risulta AExÀD. -AL) -4- ADxDE, 
e d'altra parte ADxD£=BDxDC (prop. 3o) ; duuque finalmente BAxAC ■= 

àuVbdxDc. 

PROPOSIZIONE XXXIV. — TEOREMA . 

Il rettangolo di due tali di un triangolo è uguale al rettangolo del 
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diametro del cerchio cireoicritto nella perpendicolare abbassata 
sul terso lato. 

Sia ABC (Gg. 1 54) un triangolo, AD la perpendicolare abbassata dal vertice 
di un suo angolo A sul lato oprato BC, c CE il diametro del cerchio circoscrit- 
to ; dico che si avrà ABxAC=CExAD. 

Infatti congiungendo AE, i triangoli ABD , AEC sono rettangoli, l’uno in D, 
l’altro in A ; di più 1* angolo B=E ; dunque questi triangoli sono simili, e datino 
la proporzione AB : CE : : AD : AC; di qui risulta ABxACmCExAD. 

Corollario . Se si moltiplichi ciascuna di queste quantità uguali per la medesima 
quantità BC, si avrà ABxACxBC=CExADxBC. Ora AD X BC e il doppio 
della superficie del triangolo ABC (prop. 6 );dunque il prodotto dei tre lati di un 
triangolo è uguale alla sua supeificie moltiplicata pel doppio del diametro del 
cerchio circoscrìtto 

Il prodotto di tre linee rette si chiama alcune volte un tolido ì per una ragio- 
ne che si dirà in appresso. Il suo valore si concepisce facilmente , supponendo 
che le linee rette siano espresse in numeri, c moltiplicando questi tali numeri. 

Scolio. Si può anche dimostrare che la supetjìcie di un triangolo è uguale al 
suo perimetro moltiplicalo per la metà del raggio del cerchio iscritto • 

Perocché i triangoli AOB, BOC, AOC (Gg. 87 ) i quali hanno il loro vertice 
comune in O, hanno cosi per altezza comune il raggio del cerchio iscritto; dun- 
que la somma di questi triangoli sarà ugnale alla somma delle basi AB, BC, AC, 
moltiplicata per la metà del raggio OD; dunque la superficie del triangolo 
ABC c uguale al suo perimetro moltiplicato por la metà del raggio del cerchio 
iscritto. 

Lo stesso avverrebbe di ogni poligono circoscrittibile al cerchio. 

t 

, PROPOSIZIONE XXXV. — TEOREM A. 

In ogni quadrilatero iscritto il rettangolo delle due diagonali 
è uguale alla somma dei rettangoli dei lati opposti. 



Sia il quadrilatero iscritto ABCD (fig. i35); dico che sarà ACxBD = AB X 
CD - 4 - AD x BC. 

Si prenda V arco CO = AD, c tirisi BO che incontri in 1 la diagonale AC. 

L'angolo ABD=CBI, perocché l'uno ha per misura la metà di AD, c l’altra 
la metà di CO uguale ad AD. L’ angolo ADB—BCI; perche sono iscritti nel me- 
desimo segmento AOB ; dunque il triangolo ABD è simile al triangolo 1BC , c 
quindi i lati omologhi danno la proporzione AD : CI : : BD : BC, donde risulta 
AD X BC — CI X BJL). Dico ora die il triangolo ABI c simile al triangolo BDC: 
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perchè I' arco AD essendo uguale a CO , se aggiungasi da una parie e dall'altra 
OD , sì avrà l* arco AO = DC ; dunque l 1 angolo ABI = DEC , di più l’ angolo 
BAI r= BDC , perchè sono iscrilti nel medesimo segmento ; dunque i triangoli 
ABI , DBC sono simili eri i lati omologhi danno la proporzione AB : BD: : AI : 
CD; donde risulta AB X CD = AI X BD. 

Sommaudo i due risultamcnti trovati, ed osservando che AIxBD-f-CIxBD= 
(AI-+-Cl)XBD=ACxBD si avrà ADxBC-*- ABxCD— ACxBD; come bisogna- 
va dimostrare. 

Scolio I. Allorché nel quadrilatero iscritto i lati opposti fossero paralleli , 
esso è un rettangolo ; e quindi essendo uguali le diagonali al pari che i lati op- 
posti, P espressione trovata si cangerà in AC*— AB -+-BC*; cd ecco dimostrato 
in altro modo per la terza volta che il quadrato dell' ipotcnusa è uguale alla 
somma dei quadrati dei catèti. 

11. Nello slesso modo si può dimostrare un altro teorema sul quadrilatero 
iscritto. 

Il triangolo ABD simile a BICdà la proporzione BD : BC : : AB : BI; donde 
rÌMilta BIxBD=BCxAB. Se si congiunga CO, il triangolo ICO simile ad ABI , 
sarà simile a BDC, c darà la proporzione BD : CO : : DC : OI f dalla quale si ri- 
cava OlxBD^COxDC , ovvero , a cagione di CO— AD , OIxBD^ADxDC. 
Sommando i due risultamcnti , cd osservando che BIxBD-t-OIxBD rid noesi a 
BOxBD, sì avrà BOxBD=ABxBC-t- ADxDC. 

Se si fosse preso BP = AD , e tirato CKP sarebbesi trovato con ragionameuti 
allatto simili CPxCA= ABxAD-t-BCxCD. 

Ma essendo l'arco BP— CO, se aggiungasi da una parte e dall'altra BC, si avrà 
l’arco CBP^BCO; dunque la corda CPè uguale alla corda BO, c per conseguen- 
za i rettangoli BO X BD c CP X CA stanno fra loro come BD a CA ; dunque 

BD ; CA : : ABxBC-4-ADxDC: ADxAB-t-BCxCD. 

Dunque le diagonali di un quadrilatero iscritto stanno fra loro coinè le somme 
dei rettangoli dei lati che metton capo alle loro estremità. 

(Questi due teoremi possono servire a trovare le diagonali quando si conoscono 
i lati. » 



PROPOSIZIONE XXXV I. — TEOREMA . 

Se sul raggio d’un cerchio si prenda a partire dal centro una parte 
ad arbitrio, e poi prolungato questo si prenda a partire anche dal 
centro una parte che sia terza proporzionale in ordine alla pri- 
ma parte cd al raggio; dico che congiungcndo un punto qualunque 
della circonferenza colle estremità di queste parti , le due congiun - 
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genti starati sempre nel medesimo rapporto, che sarà quello delle 
differenze delle due parti preso dal raggio. 

Nel cerchio che ha per raggio CA (fig. i36) si abbia CP : CA CA : CQ; di- 
co che congiungendo un punto qualunque M della circonferenza coi punii PeQ, 
si avrà sempre Mr : MQ : : AP : AQ. 

Infatti , si ha , per ipotesi CP : CA : : CA : CQ; mettendo CM in vece di CA , 
si avràCP : CM ; : CM : CQ; dubque i triangoli CPM, CQM , avendo un angolo 
uguale Ccompreso tra lati proporzionali sono simili (prop. ai); dunque il terzo 
lato MP sta al terzo MQ come CP sta a CM o CA. Ma la proporzione CP : CA : 
CA : CQ dà, dividendo, CP : CA : : C A— CP : CQ -CA , ovvero CP: CA : : AP : 
AQ; dunque M P : MQ : : AP : AQ. 

PROPOSIZIONE XXXVII. — TEOREMA. 

Se dal vertice di un angolo di un parallelogrammo si prendano sui 
suoi lati , prolungati se si voglia , due parti proporzionali ad essi 
lati , e compiasi il parallelogrammo t le diagonali di questi due pa- 
rallelogrammi le quali passano pel vertice di quell 9 angolo , sono 
allogate sulla medesima linea retta. 

Sui Iati adiacenti AD, DC (fig. i3) siano prese le parti ED, DG proporzionali 
a questi lati , cioè in modo che si abbia AD : ED : : DC : DG ; dico che le diago- 
nali FD, BD staranno sulla medesima linea retta. 

Infatti , per la supposta proporzione c per l'angolo ADC comune, si vede che 
i due parallelogrammi sono simili; dunque il triangolo ABD è simile ad EFD, e 
quindi essendo il lato AB parallelo al suo omologo EF, gli altri due lati dovran- 
no anche essere rispettivamente paralleli ai loro omologhi (prop. 22 ); ma i due 
omologhi BD, FD debbono {lassare pel medesimo punto D; dunque essi debbono 
essere allogati sulla stessa liuea retta. 



\ 
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PROBLEMI RELATIVI AL LIBRO HI. 



PROBLEMA PRIMO 

Dividere una linea retta data in un dato numero di parti 
uguali, o in parti proporzionali ad altre rette date. 

1. ° Abbiasi a dividere la linea retta AB (Gg. 137) in cinque parti 
uguali. Da una estremità A si menerà la retta indefinita AG, in- 
clinata comunque ad AB; indi, presa AC di una grandezza arbi- 
traria , la si porterà cinque volte sopra AG. Fatto ciò , si congiun- 
gerà l’ultimo punto di divisione G con l’ estremità B mediante la 
retta GB , e in ultimo si condurrà CI parallela a GB ; io dico che 
AI sarà la quinta parte della retta data AB , in modo che portan- 
do cinque volte Al sopra AB , la retta AB sarà divisa in cinque 
parti uguali. 

Infatti, essendo CI parallela a GB, i lati AG, AB sono tagliati 
in parti proporzionali nei punti C ed I (prop. 1G). Ma AC 6 la 
quinta parte di AG; dunque AI è la quinta parte di AB. 

2. ° Sia proposto di dividere la linea retta AB (fig. 138) in parti 
proporzionali alle tre rette date P, Q, R. Dall’ estremità A si tire- 
rà con qualunque inclinazione alla AB l’indeGnita AG, si prende- 
rà AC=P, CD=Q, DF=R, si congiungeranno le estremità E eB, 
e dai punti C, D si condurranno CI, DK parallele ad EB; dico che 
la retta data AB sarà divisa nelle parli AI, IK, KB proporzionali 
alle rette date P, Q, R. 

Perocché a cagione delle parallele CI, DK, EB, le parti AI, IK, 
KB sono proporzionali alle parti AC, CD, DE (prop. IO), le quali 
tre ultime sono per costruzione uguali allo tre rette date P, Q, R. 

Scolio. La prima delle costruzioni qui indicale potrebbe anche 
servire a dividere una linea retta in 2, 1, IO, 32 cc. parti uguali ; 
ma in questo caso si fa uso a preferenza di quella indicala nel pri- 
mo dei problemi relativi al primo libro, la quale è assai più sem- 
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plico , e che però si è trattata a parte, in cambio di comprenderla 
nel caso generale qui esposto. 

PROBLEMA II 

Trovare la quarta proporzionale a Ire rette date. 

Siano A, B, C (Og. 139) le tre rette date; osi noti che di queste 
rette non solamente si dee dare la grandezza , ma ben anche l’or- 
dine , cioè deesi assegnare qual è l’ antecedente della prima ra- 
gione, che qui è A; i termini medi poi si poono dare con qualun- 
que ordine, perchè la quarta proporzionale non cangia; cosi la 
quarta proporzionale tra le rette A, B, C è la stessa che quella tra 
le tre A , C , B 1 ; ma se C e B non fossero entrambi medi , la 
quarta proporzionale cangercbbc ; cosi la quarta proporzionale 
tra A, B, C è diversa di quella tra B, A c C. 

Si tirino le due linee rette indefinite DE , DE che formino un 
angolo qualunque. Sopra DE si prenda DA=A e DB = 15, su DE 
si prenda DC=C , si congiunga AC, e dal punto B si meni BX pa- 
rallela ad AC; dico che DO sarà la quarta proporzionale cerca- 
ta ; perocché , essendo BX parallela ad AC , si ha la proporzione 
DA ; DB”DC ; DX; ora i tre primi termini di questa proporzione 
sono uguali alle tre lince rette date; dunque DX 6 la quarta pro- 
porzionale richiesta. 

Corollario. Si troverà nello stesso modo la terza proporzionale 
alle due linee retto date A, B, perocché essa sarà la stessa che la 
quarta proporzionale alle tre rette A, B, C. 

Scolio I. In vece di prendere le due prime rette a partire sem- 
pre dal punto D , si potevano prendere l’una appresso dell’altra, 
come DB, BA; indi presa DX uguale alla terza retta data, si con- 

giungcvaBX, c poi liravasi AC parallela a CX; c cosi XC era la 

• 

BxC 

1 In fatti questa quarta proporzionale nel primo caso è - • , nel secondo anche 

A 

BxC . 

• — — — i quali valori sono uguali, perche 1 numeratori sono sempre il protLotto 

dei due fattori B,C. Il per mutando che, come si sa , non cangia la proporzione 
condiste appunto nel cangiar l' oidiue dei termini medi. 
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quarta proporzionale, perchè si aveva DR ; RA”DX ; XC. Ha si 
preferisce la prima costruzione, perchè ella occupa meno luogo. 

II. Anche le proposizioni XXX c XXXI del libro III ci possono 
fornire altri mezzi per trovare la quarta proporzionale. 

Si prenderà sui lati dell’angolo qualunque AOD (fig. 130) AO 
uguale alla prima retta data, OD uguale alla seconda, indi pro- 
lungato OD, si prenderà OC uguale alla terza , pei punti A, D, C 
si farà passare una circonferenza , c prolungando AO, la parte OR 
sarà la quarta proporzionale cercata , perchè infatti si ha AO ; 
OD:: OC : OR. 

Volendo far uso della proposiziono XXXI, sui lati di un angolo 
qualunque O (fig. 131 ) si prenderà OC uguale alla prima retta 
data , OR uguale alla seconda ed OA uguale alla terza , e pei tre 
punti A , R, C si farà passare una circonferenza ; cosi OD sarà la 
quarta proporzionale cercata perchè si ha infatti OC ; OR ;; 
OA ; OD. 

Qui si vede che l’angolo 0 non si dee prendere tanto grande 
che la retta OC risulti tangente alla circonferenza. 

E chiaro però da queste ultime costruzioni cho quella indicata 
prima è la più semplice. 



PROBLEMA III 

Trovare la media proporzionale tra due linee rette date. 

Siano A c 6 (fig. HO) le due lince rette date. Sulla linea retta 
indefinita DF prendasi DE=A, ed EF=B; sulla linea retta totale 
DF come diametro, si descriva la semicirconferenza DGF, e dal 
punto E si elevi sul diametro la perpendicolare EG, che incontre- 
rà la circonferenza in un punto G; dico che EG sarà la media pro- 
porzionale richiesta. 

In fatti, la perpendicolare GE, abbassata da un punto della cir- 
conferenza sul diametro, è media proporzionale tra i due segmenti 
del diametro DE, EF (prop. 2'1); ora questi segmenti sono uguali 
allo rette date A e R. 

Scolio 1. Le due rette date , invece di prendersi l’una appresso 
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dell’allra, potevano esser prese a partire dallo stesso punto; per 
esempio BC (fig.127) uguale alla prima, e BI) uguale alla secon- 
da ; allora, costruito il semicerchio sulla maggiore BC,come dia- 
metro , c tirata la perpendicolare AD , la corda AB garebbe stala 
inedia proporzionale ( prop. 2’t ). 

II. In altro modo potrebbe anche trovarsi la media proporzio- 
nale per mezzo della proposizione XXXII del libro III. In un cer- 
chio il cui diametro sia minore della retta maggiore, si adatti DC 
uguale alla differenza delle due rette date, e si prenda OC uguale 
alla retta maggiore ; cosi OD sarà uguale alla minore ; dal punto 
O si tiri la tangente OA, che sarà la quarta proporzionale cercata . 

PROBLEMA IV 

Dividere una itala lima retta in due parli tali che la maggiore 

sia media proporzionale tra l’ intiera retta e l’altra parte. 

Sia AB (iig. I li ) la linea retta data. Dalla estremità B si ele- 
vi alla retta AB la perpendicolare BC uguale alla metà di AB; dal 
punto C come centro , c col raggio CB si descriva una circonfe- 
renza ; si tiri AC clic incontrerà la circonferenza in D, e prendasi 
AF=rAD; io dico che la retta AB sarà divisa nel punto F nel modo 
cercalo, cioè che si avrà AB ; AF”AF ; FB. 

Perocché AB essendo perpendicolare all’estremità del raggio 
CB, è una tangente; c se si prolunghi AC fino a che incontri la cir- 
conferenza in E , si avrà AE ; AB;; AB ; AD (prop. 32 ); dunque, 
dividendo , AE — AB ; AB;;AB — AD ; AD. Ma, poiché il raggio BC 
è la metà di AB , il diametro DEr=AB , e quindi AE — AB=AD= 
AF ; si ha pure, a cagione di AF=AD , AB — AD=FB; dunque 
AF J AB ;; FB ; AD ovvero AF ; dunque , invertendo, AB ; AF ;; 
AF .* FB. • 

1 Questo problema ò un esempio notevole del modo onde l'Algebra rende anche 
le proposizioni sintetiche più semplici ed eleganti. Euclide lo risolve in un altro 
modo servendosi di una proposizione supei fina di cui fa menzione nel suo secon- 
do libro, c non ride che ri si al riva agevolmente colle proprietà delle tangenti 
e delle seganti. 
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